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به نام خدا

به سری کتاب های جمع بندی ماز در دیجی ماز، خوش آمدید ...

digimaze_org digimaze.org@digimaze

دیجی ماز؛  کتابخانۀ دیجیتالِ ماز

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



"یک اشتراک، بی نهایت محتوا"

 دیجی ماز یعنی کتاب خانۀ دیجیتال ماز و شما با تهیه یک اشتراک بی نهایت

 با هزینه ای کمتر از یک جلد کتاب، می تونید برای همیشه، به همۀ کتاب ها

 و محتوای متنی و صوتی دیجی ماز دسترسی داشته باشین. ممنون از اینکه

 با استفادۀ قانونی از کتاب های دیجی ماز و تهیۀ اشتراک، به ما انگیزه

میدین تا کتاب های بیشتری رو براتون آماده کنیم

 پ ن: با توجه به هزینه روزافزون کتاب های کاغذی، کاملاً درکتون می کنیم

 که چقدر تهیه کتاب سخت شده و به همین خاطر، اشتراک بی نهایت

 دیجی ماز رو معرفی کردیم. اما با وجود هزینه اندک، اگر باز هم برای

 تهیه اشتراک دیجی ماز مشکل مالی دارین، به ما پیام بدین تا شما رو

بورسیه کنیم

 

ارتباط مستقیم با دیجی ماز

                 

Digimaze_org DIGIMAZESUPP

اشتراک بی نهایت

.

.

DIGIMAZESUPP02191306060
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مقدمه ناشر

اگه می خوای برنده باشی، سعی کن خوب پیش بینی کنی!

حدوداً 10 سال پیش بود، زمانی که تصمیم گرفتیم اولین آزمون الکترونیک کشور رو با همکارانم )شما بخونید دوستام( تأسیس 

کنیم.

اون روزها همه بهمون می خندیدن! آزمون مگه غیرکاغذی و غیرحضوری هم میتونه باشه؟!!

سال ها گذشت ...

تو این سال ها هر روز به جمعیت ماز اضافه شد و هر روز تعداد اون هایی که به مسیر ماز باور نداشتن، کمتر شد.

امروز همه تحسین می کنن.

تو این سال ها خیلی از آزمون های مهم الکترونیکی شد و در آخر قراره به زودی کنکور سراسری هم الکترونیکی بشه ...

داستان کتاب هم همینه!

با گرایش بیشتر افراد به وسایل الکترونیک مثل گوشی موبایل، تبلت، لپتاپ و ...، کم شدن کاغذ و گران تر شدنش، بالارفتن 

هزینه ها، مشکلات اقتصادی، نیاز به درختان و هوای پاک ... همه این ها دست به دست هم خواهد داد و در یک دهه آینده 

خواهیم دید که انتشارات کاغذی هر روز کمرنگ تر میشه.

آینده به این شکل خواهد بود:

کتاب های الکترونیک بسیار ارزان تر از همه کتاب ها با هم در یک وسیلۀ الکترونیکی با قابلیت به روزشدنِ لحظه ای، در کنار هوای 

پاک تر!

به همین خاطر، ما دیجی ماز رو تأسیس کردیم. قرار هست به همه اشکال ویندوز، IOS و اندروید، کتاب ها رو توش قرار بدیم 

و روز به روز، ویژگی هاش رو زیاد کنیم.

ماز به عنوان اولین انتشارات الکترونیک در این پلتفرم کار خودش رو آغاز می کنه و سایر انتشارات  نیز می توانند در این پلتفرم 

کتاب های خود را قرار دهند.  

دکتر سیدآرمان موسوی زاده، مدیرعامل گروه آموزشی ماز

biomaze biomaze.ir@biomaze

t.me/konkorilife Medical_Stus
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دربارۀ »جمع بندی در 24 ساعت« ریاضی

آب که قطره قطره می چکد با پایداری و سماجت، سنگِ بزرگ را سوراخ می کند. )بنجامین فرانکلین(

تا حالا شده یه سوالی رو بلد باشی اما نتونی حلش کنی؟ 

شده پیش خودت بگی کاش این مبحث رو یه مرور میکردم؟ 

شده روش حل یه سوال رو بلد باشی اما فرمولش یادت نباشه؟ 

حتی اگه به یکی از سوال های قبل جواب مثبت دادی، این کتاب راستِ کار خودته! 

با این کتاب میتونی توی مدت زمان خیلی کوتاهی همه فرمول هایی رو که لازم داری رو مرور کنی و گوشه ذهنت داشته 

باشی همه ما میدونیم که ریاضی درسیه که خلاصه نویسی و تکرار و البته تمرین سوال های مهم، حرف اول رو برای به 

دست آوردن درصد خوب میزنن. 

کتابی که الان در اختیار داری با یه تیر دو نشون زده یعنی اینکه ما توی این کتاب همه مطالب و مفاهیم اصلی کتاب 

درسی رو پوشش دادیم و جاهایی که لازم بوده برای درک بهتر مفاهیم، رابطه ها و فرمول های مهم رو توی جدول براتون 

خلاصه کردیم و البته اغلب تست های خوب و اصطلاحاً به درد بخور سال های گذشته رو با راه حل فوق تشریحی براتون 

آوردیم که با خوندن اونا میتونی خط فکری طراح رو حدس بزنی مهم نیس که توی خونه هستی یا توی مسیر رفت و 

برگشت به مدرسه ، مهم نیس که شبه ، ظهره و یا صبحه! 

برای اینکه بخوای نکته ها و سوال های مهم ریاضی رو مرور کنی فقط کافیه که گوشی خودتو برداری و وارد این کتاب بشی 

و توی مدت خیلی کم، خیلی از مباحث ریاضی رو مرور کنی.

بهت قول میدم با یکبار خوندن این کتاب، خودت متوجه میشی که چه حجمی از مطالب برات یادآوری شدن و کلی از 

رقبا رو پشت سرت جا میذاری.

دکتر رسول خنجری، مدیر محتوای گروه آموزشی ماز

t.me/konkorilife Medical_Stus
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آماده سازی »جمع بندی در 24 ساعت« ریاضی

از همۀ کسانی که در آماده سازی این کتاب نقش داشتند، شبانه روز زحمت کشیدند و برای بهترین شدن این کتاب، 

بهترین نسخۀ خودشون رو ارائه دادند، با تمام وجود تشکر می کنیم: 

سرپرست پروژه: محدثه شیخعلی

مولفان کتاب: مهدی عزیزی، سیدجواد نظری، محدثه شیخعلی

ویراستاران علمی: معین آعلی، ارسلان حسنوند، فاروق منوچهری، رضا قانع، ابوالفضل میرزایی، سجاد داوطلب، طارق 

پورعلی، شمیم پهلوان شریف، سجاد احمدی، مهرداد استقلالیان

ویراستاران فنی و نگارشی: مرضیه بنیانی

بررسی کیفیت محتوا: محمد قانع - رتبه ۲ کنکور سراسری ۱۴۰۲

رسم شکل: مرجان مطلبی زاده

طراحی جلد، گرافیک و صفحه آرایی: ویانو
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چرا دیجی ماز؟

ما در دیجی ماز این زمینه رو براتون فراهم کردیم تا از تجربه مطالعه کتاب الکترونیکی، لذت ببرید. 

در دیجی ماز، همه کتاب هاتو، حتی کتاب های درسیتو یک جا و در یک اپلیکیشن کنار هم داری و همه جا میتونی با خودت 

ببریش! 

مزیت های منحصر به فرد دیجی ماز نسبت به سایر ابزارهای مطالعه کتاب الکترونیکی:

 امکان هایلایت کردن

همونطوری که با ماژیک فسفری توی کتاب های کاغذیت مطالب مهم رو هایلایت می کنی! با این تفاوت که ماژیکت تموم 

نمیشه و هر وقتم بخوای می تونی پاکش کنی! 

 امکان یادداشت گذاری در صفحات

همونطور که گوشه کتابت نکات مهم رو مینویسی؛ اینجا هم هر چه دل تنگت  می خواهد بنویس و نگران کم  بودن جا هم 

نیستی دیگه!

 امکان نشان دار کردن صفحات برای مرور مجدد

دوست داری قبل امتحانت سریع صفحات مهم رو مرور کنی؟ دیگه نگران نیستی، صفحات مهم رو علامت میزنی و خیلی 

سریع میتونی مرورشون کنی!

 امکان خط کشیدن و ترسیم آزاد

علاوه برهایلایت کردن دوست داری زیر کلمه های مهم هم خط بکشی؟ مشکلی نیست، توی دیجی ماز هم این امکانو داری! 

تازه خودکارتم چند رنگه و تموم نمیشه! 

 پاک کردن )یادداشت ها، خط کشی ها و هایلایت ها(

احساس می کنی کتابت خیلی شلوغ شده؟ یا چیزی رو نوشتی و می خوای پاکش کنی؟ بازم مشکلی نیست؛ هر چیزی که 

بخوای رو خیلی راحت می تونی پاک کنی! اثری هم ازش نمیمونه!!

 ذخیره کردن تمامی تغییرات بعد از هر بار استفاده از کتاب

نگرانی که یه موقع نوشته ها و هایلایت و یادداشت هات توی کتاب گم بشن؟؟ نگران اینم نباش! توی دیجی ماز همه چیز 

ذخیره میشه و توی سیستمت باقی می مونه!
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چرا دیجی ماز؟

 امکان انتقال به صفحات مورد نظر از طریق فهرست مطالب

موقع خوندن pdf کتاب ها انگشتت درد می گیره و حوصله اسکرول کردن نداری؟ دوست داری سریع بری تو همون فصل وسط 

یا انتهایی کتاب؟ واسه اینم مشکل نداری!! هر جای کتاب که باشی می تونی فهرست رو باز کنی و فقط با یه کلیک بری توی 

صفحه مورد نظرت!!

 امکان جست وجوی کلمات

از اون دسته آدم  هایی هستی که دوست  داری ترکیبی بخونی و یه کلمه رو سرچ کنی و تمام مطالب مرتب باهاش رو پیدا 

کنی؟؟ بازم مشکلی نداریی! هر چی که بخوای توی دیجی ماز به فارسی یا انگلیسی می تونی سرچ کنی و پیداش کنی!

)night mode( وضعیت نایت مود 

نور گوشی یا تبلت چشماتو اذیت میکنه؟ بازم مشکلی نداری!! کافیه دیجی ماز رو بذاری روی حالت نایت مود! 

 هر کتاب رو فقط یک بار تهیه می کنی! 

تا حالا شده یه کتابی رو تهیه کنی بعد ببینی آپدیت جدیدش اومده و مجبوری یه هزینه مجدد کنی تا تهیه ش کنی؟؟ دیگه 

این دغدغه رو نداشته باش! حتی اگه کتاب های دیجی ماز 100 بار هم اپدیت بشن، نیاز به هزینه مجدد نداری و کتاب جدید 

برات فعال میشه! 

 آخریشو تو بگو ...

بهمون بگو چه ویژگی های دیگه ای لازم داری که به دیجی ماز اضافه کنیم؟ تا در آپدیت های بعدی این کارو انجام بدیم.اگه 

می خوای برنده باشی، سعی کن خوب پیش بینی کنی!

digimaze.org
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با انتخاب هر فصل و کلیک روی آن، به صفحه مربوطه منتقل می شوید.با انتخاب هر فصل و کلیک روی آن، به صفحه مربوطه منتقل می شوید.فهرست مطالب

99فصل فصل 11:: مباحث پایه مباحث پایه

6363فصل فصل 22:: تابع تابع

9191فصل فصل 33:: توابع نمایی و لگاریتمی توابع نمایی و لگاریتمی

101101فصل فصل 44:: مثلثات  مثلثات 

121121فصل فصل 55:: حد و پیوستگی  حد و پیوستگی 

143143فصل فصل 66:: مشتق  مشتق 

163163فصل فصل 77:: کاربرد مشتق  کاربرد مشتق 

171171فصل فصل 88:: هندسه  هندسه 

203203فصل فصل 99:: آمار و احتمال  آمار و احتمال 
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توی این فصل با یه موضوعاتی کنارتون هستیم از جنس ریاضی، با طعم فیزیک و بوی شیمی!!

تعجب نکنید، بخش های این فصل مبنا و پایه ریاضیاته! در واقع پیش نیاز همه بخش های ریاضی و لازمۀ حل سوالات و مسائل فیزیک و شیمیه.

این بخش ها همون کلید گم شده شما برای موفقیت توی ریاضیه که با تسلط رو اینا میتونین خیالتون بابت همه چی کاملاً راحت باشه و یه خیز محکمی بردارین برای درصدِ 

توپ و عالی! 

این فصل ها در کدام قسمت ها  کاربرد دارد؟ 

سوالات تابع، توابع نمایی و لگاریتمی، حد و پیوستگی، مشتق و کاربردش و حتی احتمال، همه و همه میتونن با این بخش ها ترکیب بشن. دیگه نمیدونم با چه زبونی بهتون اهمیت 

تحلیل و بررسی این فصل رو نشون بدم.

از این فصل در کنکور سال های قبل چه تعداد سوال طرح شده است؟ این سوالات از چه موضوعاتی بوده؟

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

64675تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

1.توان های گویا و عبارتهای 
جبری 2.دنباله حسابی 

3.معادله درجه 2
4.نامعادله 5.سهمی 

6.قدرمطلق

1.توان های گویا و عبارتهای 
جبری )2 سوال(

2.معادله درجه 2 )2 سوال(

1.توان های گویا و عبارتهای 
جبری 2.الگو و دنباله

3.سهمی 4.نامعادله
5.معادله درجه 2

6.معادلات رادیکالی و گویا

1.توان های گویا و عبارتهای 
جبری 2.دنباله حسابی

3.سهمی 4.نامعادله
5.معادله درجه 2

6.معادلات رادیکالی  
7.مجموعه ها و بازه

1. معادلات گویا)نسبت طلایی(
2. معادله درجه 2

3. سهمی
4. مجموعه ها و بازه

5. دنباله حسابی
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فصل اول : مباحث پایه )معادله درجه فصل اول : مباحث پایه )معادله درجه 22((
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

10

معرفی معرفی 

a باشد را یک معادله درجه دوم برحسب x می گوییم.  ≠ 0 ax که در آن b، a و c اعداد حقیقی و  bx c+ + =2 0 تعریف: هر معادله به فرم 

معادله های زیر نمونه ای از معادله درجه دوم هستند: 
x x x ( )x x x x• ••− + = − + + = − = + =•2 2 2 22 1 0 2 2 1 1 0 3 12 0 0

برای حل یک معادله درجه دوم روش های مختلفی وجود دارد که مهم ترین آن ها عبارتند از:
 روش ضرایب     روش تجزیه    روش ریشه گیری  

 روش مربع کامل     روش فرمول کلی )دلتا(   روش روسی 

روش ضرایبروش ضرایب
: ax bx c ; (a )+ + = ≠2 0 0 در حل معادله درجه دوم به فرم 

c است، به عبارت دیگر: 
a

، یکی از ریشه ها برابر 1 و ریشه دیگر برابر  (a b c )+ + =0  اگر مجموع ضرایب این معادله برابر صفر باشد 

a b c
x

ax bx c cx
a

+ + =
=




=
→+



+ = 0 1

2

2 0
1

، داریم: x x− + =2 4 3 به عنوان مثال در معادله 0
a b c

x
x x cx

a

+ + =
=

− + = →
= = =

102

2

1
4 3 0 3 3

1

c است به 
a

− ، یکی از ریشه ها برابر 1- و ریشه دیگر برابر  (a c b)+ =  اگر مجموع ضرایب چپ و راست معادله با ضریب وسطی برابر باشد 
عبارت دیگر: 

a c b
x

ax b c cx
x

a

+ =
−




+ + =
−


=

=
→



1

2

2
1

0

، داریم: x x− − =22 3 5 به عنوان مثال در معادله 0

a c b
x

x x c ( )x
a

+ =
= −

− − = → −
= − = − =

1
2

2

1
2 3 5 0 5 5

2 2

روش تجزیهروش تجزیه
قبل از اینکه این روش رو یاد بگیریم لازمه که ویژگی زیر رو بلد باشیم... 

AB باشد آن گاه حداقل یکی از این دو عبارت برابر صفر است یعنی:   اگر A و B دو عبارت جبری بوده و 0=
AB

A

B


→ 


=

 =
=

0

0
0 IÄ

حالا بریم که روش تجزیه رو یاد بگیریم... 

برای حل یک معادله درجه دوم به روش تجزیه، ابتدا سعی می کنیم که معادله را به کمک فاکتورگیری، اتحاد مزدوج و یا اتحاد جمله مشترک به 
حاصل ضرب دو عبارت تبدیل کنیم و سپس با استفاده از ویژگی فوق هر یک از عبارت ها را برابر صفر قرار داده و جواب های معادله را به دست بیاوریم. 

تجزیه به کمک اتحاد جمله مشترکتجزیه به کمک اتحاد مزدوجتجزیه به کمک فاکتورگیری

mx nx x(mx n)+ = +2x m (x m)(x m)− = − +2 2x mx n (x )(x )+ + = + +2  

x x x( x )− = −22 4 2 4x (x )(x )− = − +2 16 4 4x x (x )(x )− − = − +2 6 3 2
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فصل اول : مباحث پایه )معادله درجه فصل اول : مباحث پایه )معادله درجه 22((
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

11

x2 باید برابر 1 باشد.   توجه کنید که در تجزیه یک معادله درجه دوم به کمک اتحاد جمله مشترک، ضریب 
x) می نویسیم  )(x )+ + =0  x به کمک اتحاد جمله مشترک، ابتدا این معادله را به صورت  mx n+ + =2  برای تجزیه معادله درجه دوم 0

 دو عدد جایگذاری می کنیم که حاصل ضرب آن ها برابر n و مجموع آن ها برابر m باشد.   و  و سپس به جای 

روش ریشه گیریروش ریشه گیری
 x a=1 x که در آن a یک عدد حقیقی نامنفی )بزرگ تر یا مساوی صفر( است، ریشه های معادله عبارتند از:  a=2 در حل معادله درجه دوم به فرم 

. x a= −2 و 

x
x

a
a

a

x


= →

=

= −





12

2

x به روش ریشه گیری داریم: − =2 3 25 به عنوان مثال برای پیدا کردن ریشه های معادله 

x x
x x

x x

 = =− = = 
= − = −

→

→
→ →



1 12 2

2 2

28 2 7
3 25 28

28 2 7

، گفتیم که عدد a باید نامنفی باشد در غیر این صورت معادله جواب نخواهد داشت، به عنوان مثال در معادله  x a=2  توجه کنید که در معادله 
، داریم:  x + =23 8 2

x x x
↑

+ = = − = −→ → →2 2 23 8 2 3 6 2 jnHkº JH¼] ¾²jI÷¶

Âÿ¹¶ jkø

ax) به روش ریشه گیری داریم:  b) u+ =2  در حالت کلی برای پیدا کردن ریشه های معادله 

u bax b u ax u b x
a(ax b) u

u bax b u ax u b x
a

 −
+ = = − =

+ = 
− − + = − =

→ →
→

→ − − → =


2

روش مربع کاملروش مربع کامل
، به روش مربع کامل مراحل زیر را به ترتیب انجام می دهیم:  x x+ − =22 5 3 برای حل معادله درجه دوم 0

11 عدد ثابت معادله را به طرف راست تساوی منتقل می کنیم. 
x x x x+ − = + =→2 22 5 3 0 2 5 3

x2 تقسیم می کنیم.  x2 عددی غیر از یک باشد طرفین تساوی را بر ضریب  22 اگر ضریب 
x x x x÷→+ = + =22 2 5 32 5 3

2 2
33 ضریب x را نصف کرده و حاصل را به توان دو می رسانیم و سپس آن را به طرفین تساوی اضافه می کنیم. 

( )
x x x x

+
+ = + + = + →

2
2

5
42 25 25

16 16
5 3 5 3
2 2 2 2

44 عبارت سمت چپ تساوی را به صورت مربع کامل نوشته و عبارت سمت راست تساوی را به ساده ترین شکل می نویسیم.

(x )

x x (x )

=

= +

+ + = + =→ +

25

2

49
16

4

2 5 25 3 25 5 49
2 16 2 16 4 16





55 در نهایت از طرفین تساوی جذر گرفته و معادله را حل می کنیم )همون روش ریشه گیری خودمون(

x x x
(x )

x x x

 + = = − = =+ = 
− + = − = − − = = −

→
→

→

→

→


2

5 7 7 5 2 1
5 49 4 4 4 4 4 2
4 16 5 7 7 5 12 3

4 4 4 4 4
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روش فرمول کلی )دلتا(روش فرمول کلی )دلتا(
 b ac∆ = −2 4 ax( به روش فرمول کلی، ابتدا دلتای این معادله را به کمک رابطه  abx (c ; ≠+ + =2 00 برای حل یک معادله درجه دوم به فرم 

به دست می آوریم که در این شرایط با سه حالت روبه رو می شویم: 

∆ باشد: > 0 حالت حالت 11 : : اگر 

b bx , x
a a

− − ∆ − + ∆
= =2 12 2

 معادله دو ریشه حقیقی متمایز دارد که عبارتند از:  

a(x نمایش دهیم.  x )(x x )− − =1 2 ax را می توانیم به صورت 0 bx c+ + =2  معادله درجه دوم 0

، محور xها را در دو نقطه متمایز قطع می کند. f (x) ax bx c= + +2  تابع درجه دوم 

∆ باشد: = 0 حالت حالت 22 :  : اگر 
bx x
a
−

= =1 2 2
 معادله دو ریشه یکسان )یک ریشه مضاعف یا یک ریشه مکرر مرتبه 2( دارد که عبارتست از:   

a(x نمایش دهیم.  x )− =2
1 ax را می توانیم به صورت 0 bx c+ + =2  معادله درجه دوم 0

bx بر محور xها مماس است. 
a

= −
2

، در نقطه ای به طول  f (x) ax bx c= + +2  تابع درجه دوم 

∆ باشد:  < 0 حالت حالت 33 : : اگر 

 معادله ریشه حقیقی ندارد.
، با توجه به علامت a، می تواند همواره بالا و یا همواره پایین محور xها باشد. f (x) ax bx c= + +2  تابع درجه دوم 

)ax abx (c ; ≠+ + =2 00

b ac∆ = −2 4∆ >0∆ =0∆ <0

معادله ریشه حقیقی ندارد.معادله یک ریشه مضاعف دارد.معادله دو ریشه حقیقی متمایز دارد.تعداد ریشه ها

bxریشه ها
a

− ± ∆
=

2
bx
a

= −
2

-

روش روسیروش روسی
ax( به روش روسی مراحل زیر را انجام می دهیم: abx (c ; ≠+ + =2 00 برای حل معادله درجه دوم 

x تبدیل شود.  bx ac+ + =2 x2 را در عدد ثابت c ضرب می کنیم تا معادله به فرم 0 11 ضریب 
22 ریشه )یا ریشه های( معادله جدید را به دست می آوریم.

x2 )یعنی a( تقسیم می کنیم تا ریشه های معادله اصلی به دست بیاید.  33 در نهایت ریشه )یا ریشه های( معادله جدید را بر ضریب 
x به روش روسی، داریم:  x− − =29 12 5 به عنوان مثال برای حل کردن معادله 0

x را به دست می آوریم:  x− − =2 12 45 حال ریشه های معادله جدید یعنی 0

x
x x (x )(x )

x

′ =− − = − + = 
′ = −

→ →


 12

2

15
12 45 0 15 3 0

3
¥oTz¶ ¾±µ] IM ¾Äq\U

x2 یعنی 9، تقسیم کنیم:  در نهایت برای به دست آوردن ریشه های معادله اصلی، باید ریشه های به دست آمده را بر ضریب 

 : ریشه های معادله اصلی

x
x

x
x

′ = = =


′ − = = = −

1
1

2
2

15 5
9 9 3

3 1
9 9 3
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معرفیمعرفی
گاهی به جای حل کردن یک معادله درجه دوم و به دست آوردن مقدار دقیق ریشه های آن می توان تنها با محاسبه مجموع و حاصل ضرب ریشه های آن 
معادله به جواب مسئله رسید. در این بخش، قصد داریم که چند تیپ از این مسئله ها را با هم بررسی کنیم ولی قبل از ورود به این تست باید بدانیم که: 

∆ داریم:  ≥ ax باشند، آن گاه با فرض 0 bx c+ + =2 a)  و 0 )≠ 0 β ریشه های معادله درجه دوم  α و  اگر 

حاصل‌ضرب‌ریشه‌هامجموع‌ریشه‌ها

bS
a

= α +β = −
cP
a

= αβ =

x داریم:  x+ − =23 2 1 به عنوان مثال، در معادله درجه دوم 0
b: S
a

c: P
a

− = α +β = − =

 = αβ = =


−

IÀ ¾zÄn  Ì¼µ\¶

IÀ ¾zÄn Joò ®ÅIe

2
3

1
3

 

تیپ‌اول‌مسائل‌روابط‌بین‌ریشه‌هاتیپ‌اول‌مسائل‌روابط‌بین‌ریشه‌ها
در این گونه از مسائل، یک معادله درجه دوم با ضرایب معلوم را به ما می دهند و از ما می خواهند که حاصل یک عبارتی را پیدا کنیم که در این 
عبارت، رابطه‌متقارنی بین ریشه های معادله درجه دوم برقرار است. برای حل این نوع از سوالات، ابتدا باید رابطه داده شده را به کمک اتحادها، 
P را از معادله داده شده پیدا کرده و در عبارت  S  و  P بنویسیم و سپس مقدار  S و  تجزیه، فاکتورگیری، مخرج مشترک، گویا کردن و .... برحسب 

خواسته شده جایگذاری کنیم.
توی جدول پایین، مهم ترین رابطه های متقارنی که میتونه توی ذهن طراح کنکور باشه رو براتون آماده کردیم..

Pو‌‌Sرابطهحاصل‌‌برحسب‌

( ) S Pα +β = α +β − αβ = −2 2 2 22 2α +β2 2

( ) ( ) S PSα +β = α +β − αβ α +β = −3 3 3 33 3α +β3 3

( ) ( ) (S P) Pα +β = α +β − αβ = − −4 4 2 2 2 2 2 2 22 2 2α +β4 4

( ) ( ) ( ) (S P) P (S P)α +β = α +β − αβ α +β = − − −6 6 2 2 3 2 2 2 2 3 2 23 2 3 2α +β6 6

( ) S P
( ) P

β +α α +β − αβ −
+ = = =

α β α β αβ

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

+
α β2 2
1 1

( ) ( ) S PS
( ) P

β +α α +β − αβ α +β −
+ = = =

α β α β αβ

3 3 3 3

3 3 3 3 3 3
1 1 3 3

+
α β3 3
1 1

( ) ( ) (S P) P
( ) P

β +α α +β − αβ − −
+ = = =

α β α β αβ

4 4 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4
1 1 2 2 2

+
α β4 4
1 1

a
∆

α −β =α −β

( )( ) S
a
∆

α −β = α −β α +β = ×2 2α −β2 2
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( )( ) (S P)
a
∆

α −β = α −β α +β +αβ = −3 3 2 2 2α −β3 3

( )( ) (S)(S P)
a
∆

α −β = α −β α +β = −4 4 2 2 2 2 2 2α −β4 4

S P ( , )α + β = α +β+ αβ = + α β >2 2 0α + β

S P ( , )α − β = α +β− αβ = − α β >2 2 0α − β

S
P

βα α +β
+ = =

β α αβ

βα
+

β α

تیپ‌دوم‌مسائل‌مربوط‌به‌روابط‌بین‌ریشه‌هاتیپ‌دوم‌مسائل‌مربوط‌به‌روابط‌بین‌ریشه‌ها
در این نوع از سوال ها، یک معادله درجه دوم با ضرایب معلوم را به ما می دهند و از ما می خواهند که حاصل یک عبارت را پیدا کنیم که در این عبارت 
رابطه‌نامتقارنی بین ریشه های معادله درجه دوم برقرار است که برای حل این تیپی از سوالات باید به این نکته توجه داشته باشیم که ریشه های یک 
β ریشه های معادله درجه دوم باشند، باید در معادله داده شده صدق کنند،  α و  معادله در خود معادله صدق می کنند، بنابراین اگر فرض کنیم که 
پس با جایگذاری آن ها در معادله درجه دوم داده شده سعی می کنیم که عبارت خواسته شده )یا قسمتی از آن( را بسازیم و در نهایت به کمک مجموع 

و حاصل ضرب ریشه ها، حاصل خواسته شده را به دست بیاوریم. 

تیپ‌سوم‌مسائل‌مربوط‌به‌روابط‌بین‌ریشه‌هاتیپ‌سوم‌مسائل‌مربوط‌به‌روابط‌بین‌ریشه‌ها
در این تیپ از سوال ها، یک معادله درجه دوم با چند ضریب مجهول و همچنین یک رابطه نامتقارن بین ریشه های آن معادله را به ما می دهند و از ما می خواهند 
ی معادله داده شده را به دست  (P) (S) و حاصل ضرب ریشه ها  که مقدار یک مجهول را به دست بیاوریم که برای حل این نوع از سوال ها، ابتدا مجموع ریشه ها 
P را به همراه رابطه نامتقارن داده شده در یک دستگاه معادلاتی قرار داده و با حل دستگاه، مجهول مورد نظر را به دست می آوریم. S یا  می آوریم و سپس 

، معادله درجه دوم رو بسازیم که این مدل از سوال ها رو توی دو  P S و  توی بعضی از سوال ها، ما باید به کمک جمع و ضرب ریشه ها یعنی همون 
حالت بررسی می کنیم.

حالت‌اول:‌ساخت‌معادله‌از‌روی‌ریشه‌های‌آنحالت‌اول:‌ساخت‌معادله‌از‌روی‌ریشه‌های‌آن
در این حالت، ریشه های معادله درجه دوم را به ما می دهند و از ما می خواهند که معادله مربوط به آن ریشه ها را تشکیل دهیم. برای این نوع از سوال ها، 
 x Sx P− + =2 0 P را به دست آورده و سپس آن ها را در معادله  = αβ S و حاصل ضرب ریشه ها یعنی  = α +β ابتدا مجموع ریشه ها یعنی 

β ریشه های معادله خواسته شده باشند، داریم:  α و  جایگذاری می کنیم. به عبارت دیگر، اگر 

حالت‌دوم:‌ساخت‌معادله‌از‌روی‌معادله‌دیگر‌حالت‌دوم:‌ساخت‌معادله‌از‌روی‌معادله‌دیگر‌
 در این حالت، معادله درجه دومی را به ما می دهند و از ما می خواهند که معادله درجه دوم جدیدی تشکیل دهیم که ریشه های آن با ریشه های 

معادله اولیه رابطه خاصی داشته باشند. برای حل این نوع از سوال ها مراحل زیر را انجام می دهیم: 
ی معادله اولیه را به دست می آوریم.  (P) (S) و حاصل ضرب ریشه ها 11 ابتدا مجموع ریشه ها

′P می نامیم.  ′S و  22 سپس مجموع و حاصل ضرب ریشه های معادله خواسته شده را به کمک S و P محاسبه کرده  و آن ها را به ترتیب 
، معادله جدید را تشکیل می دهیم.  x S x P′ ′− + =2 33 در نهایت با استفاده از معادله 0

x Sx P
S
P


⇒


= α +
=

− =
β
β

+
α

2 0
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 : ax bx c ; (a )+ + = ≠2 0 0  در معادله درجه دوم 

شرایطتعداد‌و‌علامت‌ریشه‌ها

Sاگر معادله دارای دو ریشه متمایز مثبت باشد. P, ,>∆ > >00 0

Sاگر معادله دارای دو ریشه متمایز منفی باشد. P, ,<∆ > >00 0

∆,Pاگر معادله دارای دو ریشه هم علامت باشد. > >0 0

Pاگر معادله دارای دو ریشه مختلف العلامت باشد. < 0

( , )α −α Sاگر معادله دارای دو ریشه قرینه هم باشد.  , P= <0 0

( , )α
α
1 ∆,Pاگر معادله دارای دو ریشه معکوس هم باشد.  > =0 1

( , )α −
α
1 Pاگر معادله دارای دو ریشه قرینه و معکوس هم باشد.  = −1

Sاگر معادله دارای یک ریشه صفر و یک ریشه منفی باشد. , P< =0 0

∆,Sاگر معادله دارای یک ریشه مضاعف مثبت باشد. = >0 0

∆,Sاگر معادله دارای یک ریشه مضاعف منفی باشد. = <0 0

bاگر معادله دارای یک ریشه مضاعف صفر باشد. c= = 0

Sاگر معادله دارای یک ریشه مثبت و یک ریشه منفی است، به طوری که اندازه ریشه مثبت بزرگ تر است. , P> <0 0

Sاگر معادله دارای یک ریشه مثبت و یک ریشه منفی است، به طوری که اندازه ریشه منفی بزرگ تر است. , P< <0 0

توی این درسنامه قصد داریم که درباره محل ریشه های معادله درجه دوم بحث کنیم و حالت های مختلف اون رو مورد بررسی قرار بدیم: 

x باشند:  = α ، بیشتر از  ax bx c+ + =2 حالت 1( اگر ریشه های معادله درجه دوم 0

حالت‌ها

شرایط

a

b
a

f ( )

<
∆ =

− > α

α <

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

<
∆ >

− > α

α <

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

>
∆ =

− > α

α >

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

>
∆ >

− > α

α >

0
0

2
0

بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 

a
f ( )

b

a

• − >

•∆ ≥

α

• α >
2

0

0
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x باشند:  = α ، کمتر از  ax bx c+ + =2 حالت 2( اگر ریشه های معادله درجه دوم 0

حالت‌ها

شرایط

a

b
a

f ( )

<
∆ =

− < α

α <

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

<
∆ >

− < α

α <

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

>
∆ =

− < α

α >

0
0

2
0

a

b
a

f ( )

>
∆ >

− < α

α >

0
0

2
0

بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 

a
f ( )

b

a

•− <

•∆ ≥

α

• α >
2

0

0

 

ax قرار داشته باشد:  bx c+ + =2 x بین ریشه های معادله درجه دوم 0 = α حالت 3( اگر 

حالت‌ها

شرایط
a

f ( )

<
∆ >
α >

0
0

0

a

f ( )

>
∆ >
α <

0
0

0

بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 
af ( )

•∆ >
• α <

0
0  

) قرار داشته باشند:  , )α β ax در بازه  bx c+ + =2 حالت 4( اگر ریشه های معادله درجه دوم 0

حالت‌ها

شرایط

a

b
a

f ( )
f ( )

<
∆ >

α < − < β

α <
β <

0
0

2
0
0

a

b
a

f ( )
f ( )

<
∆ =

α < − < β

α <
β <

0
0

2
0
0

a

b
a

f ( )
f ( )

>
∆ >

α < − < β

α >
β >

0
0

2
0
0

a

b
a

f ( )
f ( )

>
∆ =

α < − < β

α >
β >

0
0

2
0
0

بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 

af
af ( )

a
)

b

(

•∆

•α < − < β

β
>

• >

≥

• α 0

0

2

0

 

) قرار داشته باشد:  , )α β ax در بازه  bx c+ + =2 حالت 5( اگر دقیقاً یکی از ریشه های معادله درجه دوم 0

حالت‌ها

شرایط

a

f ( )
f ( )

<
∆ >
α >
β <

0
0

0
0

a

f ( )
f ( )

<
∆ >
α <
β >

0
0

0
0

a

f ( )
f ( )

>
∆ >
α <
β >

0
0

0
0

a

f ( )
f ( )

>
∆ >
α >
β <

0
0

0
0
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بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 
f ( )f ( )• α

•
<

>
β

∆ 0
0  

x باشد:  = β x و ریشه دیگر بیشتر از  = α ، یکی از ریشه ها کم تر از  ax bx c+ + =2 حالت 6( در معادله درجه دوم 0

حالت‌ها

شرایط

a

f ( )
f ( )

<
∆ >
α >
β >

0
0

0
0

a

f ( )
f ( )

>
∆ >
α <
β <

0
0

0
0

بنابراین، برای اینکه این حالت را داشته باشیم، در هر صورت باید شرایط زیر برقرار باشد: 
a
af (

)
)

f (• α <
•∆ >

• β <

0
0
0

 

معرفی‌و‌روش‌حل‌آنمعرفی‌و‌روش‌حل‌آن
برای حل برخی از معادله ها، باید با استفاده از تغییر متغیر، آن معادلات را به یک معادله درجه دوم تبدیل کرد. برای این منظور به روش زیر عمل می کنیم: 
( استفاده کرده و معادله داده شده را به یک معادله  t ، از یک تغییر متغیر مناسب )مثلًا  x  ابتدا در معادله داده شده، به جای یک عبارت برحسب 

t تبدیل می کنیم.  درجه دوم برحسب 
t را به دست می آوریم.  سپس معادله درجه دوم را حل کرده و مقدار )مقادیر( 

x را به  t قرار می  دهیم و با حل آن مجهول های اصلی یعنی  t فرض کرده بودیم را برابر مقدار )مقادیر(   در نهایت عبارتی را که آن را برابر 
دست می آوریم. 

ax bx c+ + =4 2 0 معادلات‌به‌فرم‌معادلات‌به‌فرم‌

at می نویسیم و آن را حل  bt c+ + =2 x استفاده کرده و معادله را به شکل  t=2 ، از تغییر متغیر  ax bx c+ + =4 2 برای حل معادلات به فرم 0
x است، بنابراین  t= ≥2 x را محاسبه می کنیم. توجه داشته باشید که چون 0 x2 قرار داده و مقادیر  می کنیم، سپس tهای به دست آمده را برابر 

های منفی غیرقابل قبول هستند.  t

 : ax bx c+ + =4 2  بحث درباره تعداد و علامت ریشه های معادله 0

 at bt c+ + =2 ، کافی است که بر روی تعداد و علامت ریشه های معادله درجه دوم 0 ax bx c+ + =4 2  برای بررسی تعداد و علامت ریشه های معادله 0
x است.( t=2 تمرکز کنیم. )توجه کنید که فرض ما بر این است که 

جدول پایین بهمون کمک می کنه که سوالای این قسمت رو فیتیله پیچ کنیم. ببین... 

ax bx c+ + =4 2 0at bt c+ + =2 شرط0

Sدو ریشه متمایز مثبت‌4ریشه‌حقیقی‌متمایز P, ,>∆ > >00 0

Sیک ریشه صفر و یک ریشه مثبت‌3ریشه‌حقیقی‌متمایز , P> =0 0

Pدو ریشه مختلف العلامت‌2ریشه‌حقیقی‌متمایز < 0
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فقط‌یک‌ریشه‌حقیقی

∆,Sبرای دو ریشه حقیقی متمایز باشد = >0 0

Sیک ریشه صفر و یک ریشه منفی ,P< =0 0

bیک ریشه مضاعف صفر c= = 0

فاقد‌ریشه‌حقیقی

∆فاقد ریشه حقیقی < 0

Sدو ریشه ساده منفی P, ,<∆ > >00 0

∆,Sیک ریشه مضاعف منفی = <0 0

ax b x c+ + =2 0 معادلات‌به‌فرم‌معادلات‌به‌فرم‌

at می نویسیم و آن را  bt c+ + =2 0 x استفاده کرده و معادله را به شکل  t= ، از تغییر متغیر  ax b x c+ + =2 برای حل معادلات به فرم 0

x است،  t= ≥ 0 x را محاسبه می کنیم. توجه داشته باشید که چون  x قرار داده و مقادیر  های به دست آمده را برابر  t حل می کنیم. سپس 

های منفی غیرقابل قبول هستند.  t بنابراین 

+  عمل کرده و از جدول مربوط  + =4 2ax bx c 0 ، دقیقاً مشابه معادله های  + + =2ax b x c 0  برای بررسی تعداد و علامت ریشه های معادله 

به آن استفاده می کنیم. 

ax b x c+ + = 0 معادلات‌به‌فرم‌معادلات‌به‌فرم‌
at می نویسیم و آن را حل  bt c+ +2 x استفاده کرده و معادله را به شکل  t= ، از تغییر متغیر  ax b x c+ + = 0 برای حل معادلات به فرم 

x را محاسبه می کنیم.  x قرار داده و مقادیر  های به دست آمده را برابر  t می کنیم، سپس
های منفی غیرقابل قبول هستند.  t x است، بنابراین  t= ≥ توجه داشته باشید که چون 0

 بحث درباره تعداد وعلامت ریشه های معادله  : 

 at bt c+ + =2 ، کافی است که بر روی تعداد و علامت ریشه های معادله درجه دوم 0 ax b x c+ + = برای بررسی تعداد و علامت ریشه های معادله 0
x است( t= تمرکز کنیم. )توجه کنید که فرض ما بر این است که 

ax b x c+ + = 0at bt c+ + =2 شرط0

Sدو ریشه متمایز نامنفیدو‌ریشه‌حقیقی‌متمایز P, ,>∆ > ≥00 0

فقط‌یک‌ریشه‌مثبت
Pدو ریشه مختلف العلامت < 0

∆,Sریشه مضاعف مثبت = >0 0

Sیک ریشه صفر و یک ریشه منفیفقط‌یک‌ریشه‌صفر , P< =0 0

فاقد‌ریشه‌حقیقی

Sدو ریشه متمایز منفی P, ,<∆ > >00 0

∆,Sیک ریشه مضاعف منفی = <0 0

∆فاقد ریشه حقیقی < 0
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معرفیمعرفی

a باشد را یک سهمی )تابع درجه دوم( می گوییم  ≠ را که در آن ضرایب b ،a و c اعداد حقیقی بوده و 0 f (x) ax bx c= + +2 نمودار هر تابع به فرم 
که نمودار آن به یکی از دو صورت زیر است: 

; (f ( a,x) a b,cx , ac )bx= + + ≠∈2 0

a > 0a < 0

- ضریب x2 مثبت است.
- دهانه سهمی رو به بالا است.

- ضریب x2 منفی است. 
- دهانه سهمی رو به پایین است.

حالا بیاین بریم و پارامترهای مهم سهمی رو با هم یاد بگیریم.  	

عرض از مبدأ سهمیعرض از مبدأ سهمی

، عرض از مبدأ سهمی می گوییم. به عبارت دیگر، عرض از مبدأ سهمی، محل  c ، به عدد ثابت  f (x) ax b cx= + +2 در ضابطه یک سهمی به فرم 
برخورد نمودار یک سهمی با محور yها است. 

xf (x) ax bx c == + +  →02 عرض از مبدأ سهمی f ( ) c= =0

x را قرار دهیم،  = 0 ) است چرا که اگر به جای تمامی xها،  )−1 ، عرض از مبدأ آن برابر  f (x) x x −= +23 1 به عنوان مثال، در تابع درجه دوم 
f خواهد بود.  ( ) = −0 1

ر أس سهمیر أس سهمی
f (x) ax bx c= + +2 رأس یک سهمی در واقع بالاترین نقطه یا پایین ترین نقطه از یک سهمی است که با توجه به علامت ضریب x2 در تابع درجه دوم 

a باشد، رأس سهمی، بالاترین نقطه آن است. ببینید: < a باشد، رأس سهمی، پایین ترین نقطه و اگر 0 > می توان گفت که اگر 0

a > 0a < 0

خُب! مگه رأس سهمی یه نقطه نیست؟ بله! پس باید طول و عرض داشته باشه، حالا می خوایم طول و عرض رأس یک سهمی رو توی نمایش های مختلف  	

ضابطه یه سهمی پیدا کنیم. جدول رو دریاب... 

f (x) ax bx c= + +2f (x) a(x )(x )= −α −βf (x) a(x h) k= − +2

Sطول رأس
bx
a

= −
2Sx α +β

=
2Sx h=
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Sعرض رأس
by f ( )
a a

∆
= − = −

2 4Sy f ( )α +β
=

2Sy k=

S(y است که با توجه به علامت  ) توجه کنید که منظور از بیش ترین مقدار )max( و یا کم ترین مقدار )min( یک سهمی، همان عرض رأس سهمی 
، داریم:  f (x) ax bx c= + +2 a در تابع درجه دوم 

a > 0a < 0

محور تقارن )خط تقارن( سهمی محور تقارن )خط تقارن( سهمی 

f در واقع خط عمودی است که با محور yها موازی بوده و از رأس سهمی عبور می کند  (x) ax bx c= + +2 محور تقارن سهمی 

a > 0a < 0

می دونیم که محور تقارن یه سهمی از رأس سهمی عبور می کنه، پس میتونیم بگیم که معادله محور تقارن یه سهمی در واقع همون طول رأس سهمی رو نشون میده که  	

اون رو برای نمایش های مختلف ضابطه یه سهمی توی جدول زیر براتون آماده کردیم. 

f (x) ax bx c= + +2f (x) a(x )(x )= −α −βf (x) a(x h) k= − +2

Sمعادله محور تقارن
bx
a

= −
2Sx α +β

=
2Sx h=

 f (x) (x )= − − +23 S و محور تقارن سهمی 1
bx
a ( )

= − = − =
−
2 1

2 2 1
f به صورت  (x) x x= − + −2 2 به عنوان مثال، محور تقارن سهمی 4

Sx است.  h= = 3 به صورت 

)βB نیز  ,k) )αA روی سهمی قرار داشته باشد، نقطه  ,k)  می دانیم که یک سهمی نسبت به محور تقارن خود، متقارن است. بنابراین اگر نقطه 

y= سهمی را در دو نقطه به  k α است. به بیان دیگر، اگر خط افقی  + β
=x

2
قطعاً روی سهمی است و در این حالت، معادله محور تقارن سهمی به صورت 

α بوده که همان طول رأس سهمی است. ببینید:  + β
=x

2
β قطع کند، معادله محور تقارن سهمی برابر  α و  طول های 

)B دو نقطه از یک سهمی باشند، معادله محور تقارن این سهمی برابر است با:  , )5 3 )A و  , )−1 3 به عنوان مثال، اگر نقاط 
A A B

S
B

x x xx
x

= α = − + α +β − +
= = =⇒ = =

⇒=
β =

1 1 5 4 2
5 2 2 2 2

Sx معادله محور تقارن = 2  
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فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

مسائل کاربردی بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع درجه دوم مسائل کاربردی بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع درجه دوم 
تا به اینجای داستان با مسائلی روبه رو بودیم که در آن ها معادله یا نمودار یک تابع درجه دوم را به ما می دادند و از ما می خواستند که بیشترین 
مقدار و یا کمترین مقدار آن را به دست بیاوریم، اما در بعضی از سوال ها ابتدا باید به کمک اطلاعات موجود در مسئله، تابع درجه دوم را به صورت 

، بیشترین مقدار و یا کمترین مقدار آن را به دست بیاوریم.  S
by f ( )
a a

−∆
= − =

2 4
f تشکیل داده و سپس با استفاده از رابطه  (x) ax bx c= + +2

 

 اگر مجموع دو متغیر مقدار ثابتی باشد، حاصل‌ضرب آن ها زمانی ماکزیمم است که آن دو متغیر با هم برابر باشند، به عبارت دیگر: 

= =
= × =→+ =

kx 2
max

y
2 k k kx y k (xy)

2 2 4

 اگر حاصل‌ضرب  دو متغیر مثبت مقدار ثابتی باشد، مجموع این دو متغیر زمانی مینیمم است که آن دو متغیر با هم برابر باشند. به عبارت دیگر: 

= =
>

→= + = + =min
x y k
x,y 0

xy k (x y) k k 2 k

صفرهای تابع درجه دوم صفرهای تابع درجه دوم 
f با محور xها، صفرهای تابع درجه دوم می گوییم که در واقع همان ریشه های معادله  (x) ax bx c= + +2 به نقاط برخورد نمودار تابع درجه دوم 

f هستند. به عبارت دیگر در این نقاط، مقدار تابع برابر صفر است. (x) = 0
y نسبت به محور xها را بررسی کنیم باید به سراغ دلتای معادله سهمی و همچنین جهت  ax bx c= + +2 حال برای اینکه وضعیت نمودار سهمی 

دهانه سهمی برویم. )جدول ها رو دریاب...( 

a >0

∆ <0∆ =0∆ >0

 تابع درجه دوم محور xها را قطع نمی کند.
 تابع درجه دوم همواره بالای محور xها است. 

 تابع درجه دوم همواره مثبت است.
 معادله درجه دوم ریشه حقیقی ندارد.

 تابع درجه دوم بالای محور xها و بر آن مماس است.

 bx
a

= −
2

 معادله درجه دوم یک ریشه مضاعف 

دارد.

 تابع درجه دوم محور xها را در دو نقطه 
قطع می کند. 

 معادله درجه دوم دو ریشه ساده دارد.

∆0 باشد. < a و  0> 2y همواره‌مثبت باشد این است که  ax bx c= + +  با توجه به جدول فوق می توان نتیجه گرفت شرط اینکه عبارت درجه دوم 
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فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

a < 0

∆ < 0∆ = 0∆ > 0

 تابع درجه دوم محور xها را قطع نمی کند.
 تابع درجه دوم همواره پایین محور xها است. 

 تابع درجه دوم همواره منفی است.
 معادله درجه دوم ریشه حقیقی ندارد.

 تابع درجه دوم پایین محور xها و بر آن مماس است.

 bx
a

= −
2

 معادله درجه دوم یک ریشه مضاعف 
دارد.

 تابع درجه دوم محور xها را در دو نقطه قطع 
می کند. 

 معادله درجه دوم دو ریشه ساده دارد.

∆0 باشد.  < a و  0< 2y همواره‌منفی باشد این است که  ax bx c= + +  با توجه به جدول فوق می توان نتیجه گرفت شرط اینکه عبارت درجه دوم 

نوشتن معادله سهمینوشتن معادله سهمی
برای نوشتن معادله یک سهمی با توجه به اطلاعات سؤال و همچنین مختصات نقاط داده شده می توان به چند روش عمل کرد که در ادامه آن ها را 

مورد بررسی قرار می دهیم: 

الف( مختصات سه نقطه از سهمی معلوم باشد: 

y در نظر گرفته و سه نقطه داده شده را در آن  ax bx c= + +2 اگر مختصات سه نقطه از سهمی را داشته باشیم ابتدا معادله سهمی را به فرم 
جایگذاری می کنیم و سپس دستگاه سه معادله - سه مجهول به دست آمده را حل کرده و ضرایب مجهول a، b و c را محاسبه می کنیم و در نهایت 

به کمک این ضرایب، معادله سهمی را تشکیل می دهیم. 

ب( مختصات رأس سهمی و یک نقطه دیگر از سهمی معلوم باشد:

y در نظر می گیریم  )a(x βα= − +2 )S و یک نقطه دیگر از سهمی معلوم باشد معادله سهمی را به فرم  , )α β اگر مختصات رأس سهمی به صورت 
و برای به دست آوردن مجهول a، مختصات نقطه معلوم را در معادله سهمی جایگذاری می کنیم. 

پ( صفرهای سهمی و یک نقطه دیگر از سهمی معلوم باشد:

y در نظر می گیریم  (x )(x )a= − −βα β قطع کند ابتدا معادله سهمی را به فرم  α و  اگر نمودار سهمی محور طول ها را در نقاطی به طول های 
و سپس با جایگذاری مختصات نقطه معلوم در آن، مجهول a را به دست می آوریم. 

ت( سهمی بر محور xها مماس بوده و یک نقطه دیگر از سهمی معلوم باشد:

y در نظر می گیریم و سپس با  (xa )= −α 2 x بر محور xها مماس باشد معادله سهمی را به صورت  = α اگر نمودار سهمی در نقطه ای به طول 
جایگذاری مختصات نقطه معلوم، مجهول a را نیز به دست می آوریم.

ΔΔ و  و c ،b ،ac ،b ،a تشخیص علامت پارامترهای تشخیص علامت پارامترهای
 ∆ f را در اختیار داشته باشیم، به کمک آن می توانیم علامت ضرایب a، b و c و همچنین علامت  (x) ax bx c ; (a )= + + ≠2 0 اگر نمودار تابع 

را مشخص کنیم. 
a و اگر دهانه سهمی  >  علامت علامت aa : : علامت a را از روی جهت دهانه سهمی مشخص می کنیم به این صورت که اگر دهانه سهمی رو به بالا باشد 0

a است. < 0 رو به پایین باشد 

a > 0a < 0
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فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم( جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

 علامت علامت bb :  : برای تشخیص علامت b، به دو روش زیر می توانیم عمل کنیم: 
s را به دست می آوریم 

b(x )
a
−

=
2

روش اول: ابتدا با توجه به اینکه طول رأس سهمی در کدام سمت محور yها قرار دارد، علامت طول رأس سهمی 

و سپس به کمک علامت a، علامت b را مشخص می کنیم. 
s است. 

bx
a

= − < 0
2

، و اگر در سمت چپ محور yها باشد  s
bx
a

= − > 0
2

توجه کنید که اگر طول رأس سهمی در سمت راست محور yها باشد 

روش دوم: در این روش علامت b را می توان به کمک وضعیت یکنوایی تابع در نقطه برخورد با محور yها مشخص کرد به این صورت که اگر نمودار 

تابع در نقطه برخورد با محور yها، صعودی باشد علامت b مثبت است و اگر در نقطه برخورد با محور yها نمودار تابع نزولی باشد، علامت b منفی 
b است( = است. )توجه کنید که اگر در نقطه برخورد نمودار با محور yها وضعیت یکنوایی تابع تغییر کند 0

تغییر می کندنزولیصعودیوضعیت یکنوایی در نقطه برخورد

وضعیت نمودار

b علامتb > 0b < 0b = 0

 علامت علامت cc:: علامت c را از روی عرض از مبدأ سهمی مشخص می کنیم به این صورت که اگر نمودار سهمی محور عرض ها را بالای محور xها قطع 
c است.  = c است. توجه کنید که اگر نمودار سهمی از مبدأ مختصات عبور کند 0 < c و اگر محور عرض ها را پایین محور xها قطع کند 0 > کند 0

نمونه های زیر را ببینید: 
c > 0c < 0c = 0

∆ را از روی وضعیت نمودار سهمی با محور xها مشخص می کنیم به این صورت که اگر نمودار سهمی محور xها را در دو نقطه   علامت علامت ΔΔ : : علامت 
∆ است. < ∆ و اگر نمودار سهمی هیچ برخوردی با محور xها نداشته باشد 0 = ، اگر نمودار سهمی بر محور xها مماس باشد 0 ∆ > قطع کند 0

∆ > 0∆ = 0∆ < 0

گذشتن از نواحیگذشتن از نواحی
گذشتن یا نگذشتن! مسئله این است...

در برخی از سؤالات تابع درجه دوم از ما می خواهند که حدود یک متغیر )مانند m( را طوری تعیین کنیم که نمودار تابع از یک ناحیه خاص عبور 
نکند یا اینکه از چند ناحیه خاص عبور کند. در این گونه از سؤال ها ابتدا باید به کمک اطلاعات مسئله نمودار سهمی را به صورت تقریبی رسم کنیم 
و سپس به کمک نمودار رسم شده سؤال را مورد تجزیه و تحلیل قرار دهیم. توجه کنید که با رسم تقریبی نمودار علاوه بر بحث در مورد عبور نمودار 

سهمی از نواحی مختلف، می توان در مورد علامت ریشه ها نیز اظهارنظر کرد.
جدول بعدی بهمون کمک می کنه که سؤال های این قسمت رو بهتر حل کنیم فقط یادت باشه که حفظش نکنی... 
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جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکورفصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(فصل اول : مباحث پایه )تابع درجه دوم(

شرایطرسم تقریبی نمودارتوضیحات

سهمی فقط از ناحیه اول عبور نکند.
c

a

b

≤

<

>

<

∆ 0
0
0
0

سهمی فقط از ناحیه دوم عبور نکند.
c

a

b

≤

>

>

<

∆ 0
0
0
0

سهمی فقط از ناحیه سوم عبور نکند.
c

a

b

≥

<

>

>

∆ 0
0
0
0

سهمی فقط از ناحیه چهارم عبور نکند.
c

a

b

≥

>

>

>

∆ 0
0
0
0

سهمی از نواحی اول و دوم عبور نکند.
)سهمی فقط از نواحی سوم و چهارم عبور کند(

a <

∆ ≤

0
0

سهمی از نواحی سوم و چهارم عبور نکند.
)سهمی فقط از نواحی اول و دوم عبور کند(

a >

∆ ≤

0
0

cسهمی از هر چهار ناحیه عبور کند.
a
<0

وضعیت دو منحنی نسبت به هموضعیت دو منحنی نسبت به هم
y را در نظر بگیرید، اگر بخواهیم وضعیت دو منحنی را نسبت به هم بررسی کنیم، مراحل زیر را انجام می دهیم. g(x)= y و  f (x)= دو تابع 

f( را تشکیل می دهیم. )به این معادله، معادله تلاقی یا معادله برخورد دو منحنی می گوییم( (x) g(x=  ابتدا معادله 
gf نوشته و آن را حل می کنیم. جواب های این معادله، طول نقطه )یا نقاط( برخورد  ((x )) x− =  سپس معادله تلاقی دو منحنی را به فرم 0

g(x) هستند. f و  (x) نمودارهای توابع 
ی آن می توان به نتایج زیر رسید: ( )∆ ، یک معادله درجه دوم باشد، با توجه به دلتا  gf ((x )) x− = توجه کنید که اگر معادله 0

∆دلتای معادله تقاطع >0∆ =0∆ <0

وضعیت نمودارها

توضیحات
 توابع f و g همدیگر را در دو نقطه قطع می کنند.

 معادله تقاطع دو ریشه ساده دارد.
 توابع f و g بر هم مماس اند.

 معادله تقاطع یک ریشه مضاعف دارد.
 توابع f و g همدیگر را قطع نمی کنند.

 معادله تقاطع ریشه حقیقی ندارد.
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معرفی و روش حلمعرفی و روش حل
 به معادله های شامل عبارت های کسری که صورت و مخرج آن ها چندجمله ای باشد، معادله های گویا می گوییم، به عنوان مثال معادله های زیر 

نمونه ای از معادلات گویا هستند.  
x

x x x
x
x x

•

• −+ =
+ −

+ + =
+ +

2

2

2 2

3 2 4 4
2 4
5 5 3
1 2

آقا! بله؛ یه معادله گویا رو چطوری باید حلش کنیم؟ 

برای‌حل‌معادله‌های‌شامل‌عبارت‌های‌گویا‌مراحل‌زیر‌را‌انجام‌می‌دهیم:
 ابتدا مخرج هر یک از کسرها را )در صورت لزوم( به عامل های اول تجزیه می کنیم. )چند جمله ای(

 طرفین معادله را در کوچک ترین مضربِ مشترکِ )ک.م.م( مخرج کسرها ضرب می کنیم تا معادله از حالت کسری خارج شود. 
 عبارت جبری به دست آمده را تا حد امکان ساده کرده و معادله حاصل شده )معمولاً درجه 2( را حل می کنیم. 

 در نهایت جواب های به دست آمده را در معادله اصلی امتحان می کنیم. 
توجه کنید که جواب های به دست آمده زمانی قابل قبول خواهند بود که اولاً مخرج هیچ یک از کسرها را صفر نکنند و ثانیاً این جواب ها با شرایط 
مسئله در محیط پیرامونی مطابقت داشته باشند )قسمت دوم رو متوجه نشدم! یعنی اینکه مثلاً اگر قراره با حل یه معادله طول یک شکل رو محاسبه کنیم، اندازه این 

طول رو منفی به دست نیاریم( 

 اگر بخواهیم ک.م.م چند عبارت را به دست بیاوریم، ابتدا همه عبارت ها را به عامل های اول تجزیه می کنیم و سپس تمامی عامل های مشترک 

 ، 2(x 4)− با توان بیشتر و همچنین تمامی عامل های غیرمشترک را شناسایی کرده و در هم ضرب می کنیم. به عنوان مثال اگر بخواهیم ک.م.م عبارت های 

x)2 را به دست بیاوریم، داریم:  x 6)+ − 2x) و  4)−
2

2

x x 6 (x 2)(x 3)
2x 4 2(x 2) . . (x 2) [2(x 3)(x 2)]

x 4 (x 2)(x 2)

→

 + − = − + − = − = − × + +


− = − +

  

¥oTz¶ ®¶Iø ¥oTz¶oÃü ®¶H¼ø

³ ³ ¥

، عبارت های یکسانی داشته باشیم چگونه می توانیم آن ها را با هم حذف کنیم؛ توجه کنید که: f(x) p(x)
g(x) q(x)

=  اگر در طرفین یک معادله گویا به فرم 

 اگر در طرفین معادله، عبارت های یکسان در مخرج کسرها باشند، بدون هیچ محدودیتی می توانیم آن ها را با هم ساده کنیم. فقط باید دقت کنیم که 

ریشه این عبارت غیرقابل قبول است. )چون مخرج رو صفر می کنه(
2x : مثال

(x 1) (x 3)− +
x 1

(x 2 ( 3)) x
+

=
− +

2x x 1
x 1 x 2

+
=→

− −

 اگر در طرفین معادله، عبار ت های یکسان در صورت کسرها باشند، به شرطی می توانیم آن ها را با هم ساده کنیم که ریشه آن عبارت را به عنوان یکی از 

ریشه های معادله در نظر بگیریم )فقط باید دقت کنین که این ریشه، مخرج هیچ کسری رو صفر نکنه(

 : مثال
(2x 4) (x 3)− − (x 1) (

x 1
x 3)+

=
+

− 2 22x 4 x 1 (2x 4) (x 1)
2x 4 x 1 2x 4

− +
= =

−
→ − +

+
→

−

2 2 a b c 02
x 1

4x 16x 16 x 2x 1 3x 18x 15 0 15x 5
3

+ + =
 =
− + = + +→ → − + = 

= =
 →











 ، x 1= x) را نیز به عنوان یکی از ریشه های معادله اعلام کنیم بنابراین ریشه های این معادله عبارتند از:  3)−  همان طور که گفتیم، باید ریشه عبارت 

 x 3= x و  5=

 اگر عبارت های یکسان در صورت و مخرج یک کسر باشند، بدون هیچ نگرانی می توانیم آن ها را با هم ساده کنیم. فقط باید دقت کنیم که ریشه این 

عبارت غیرقابل قبول است. )چون مخرج رو صفر می کنه(. 

4) : مثال x)− (3x 4)
x (4 x)

+

−
2 22x 3x 4 2x 3x 6x 4x 8 2x

x 2 x x 2
+

= = − + − =
−

→ →
−

2 x 2
x 2x 8 0 x 4

 = −− − =  =
→


→

¡ ¡ ù



x در معادله اصلی مخرج کسر سمت چپ را صفر می کند بنابراین غیرقابل قبول است. 4=  توجه کنید که چون 
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نسبت طلایینسبت طلایی
،‌نسبت‌ x

y
 اگر در یک مستطیل با طول x و عرض y، رابطه زیر برقرار باشد در این صورت به آن مستطیل،‌مستطیل‌طلایی و به نسبت 

طلایی‌می گوییم. 

y فرض کنیم، داریم:  حال اگر در معادله فوق 1=

xx x x
x

x (

x

! )


+ = − − = 

−

+



→

=

→
=

¾{IM Âÿ¹¶ ¾º¼UÂµº ¾¨ ­¼ó ¡ ¡ ù

2 1

2

1 5
21 1 0

1 5
2

غ ق ق ) طول که نمی تونه منفی باشه(

، به عدد‌طلایی معروف است و مقدار تقریبی آن برابر 1/618 می باشد. بنابراین می توان گفت که در یک  +1 5
2

توجه داشته باشید که عدد 

x است. 
y

+
=

1 5
2

مستطیل طلایی، نسبت طول به عرض آن برابر 

کاربرد معادله های گویاکاربرد معادله های گویا
برای حل کردن برخی از مسئله ها ابتدا باید با استفاده از اطلاعات موجود در سؤال روابط و معادله های مربوط به آن را بنویسیم که در بعضی از این 

موارد معادله هایی که حاصل می شوند، معادلات گویا هستند که مهم ترین این مسائل عبارتند از: 

الفالف مسائل مربوط به موازی کاری: مسائل مربوط به موازی کاری: 
اگر شخص A کاری را به تنهایی در x روز )ساعت( و شخص B همان کار را به تنهایی در y روز )ساعت( انجام دهند، در این صورت: 

 از کل کار را انجام می دهد. 
x
1  شخص A به تنهایی در هر روز )ساعت(، 

 از کل کار را انجام می دهد. 
y
1  شخص B به تنهایی در هر روز )ساعت(، 

 از کل کار را انجام می دهند.
x y
+

1 1  اگر شخص A و شخص B هر دو با هم کار کنند در هر روز )ساعت(، 

بب مسائل مربوط به سرعت: مسائل مربوط به سرعت: 
برای حل این تیپ از مسئله ها باید به موارد زیر توجه کرد: 

 اگر متحرکی با سرعت ثابت v، مسیری به طول x را در مدت زمان t طی کند در این صورت: 
x vt

xv xt t
v

=
=

=
→ 




 v2 ثابت  سرعت  با  را  مسیر  همان  و  کند  طی   t1 زمان  مدت  در  و   v1 ثابت  سرعت  با  را   x مسافت  متحرکی  اگر   
t2 برگردد، در این صورت:  و در مدت زمان 

اختلاف زمان رفت و برگشت xv xv x(v v )x xt t
v v v v v v

− −
= − = − = =1 2 1 2

2 1
2 1 1 2 1 2

جج مسائل مربوط به غلظت:مسائل مربوط به غلظت:
برای حل این مسائل بهتر است نکته های زیر را از درس شیمی به خاطر داشته باشیم:

 غلظت یک محلول از رابطه زیر محاسبه می شود: 

=
½kº¼{®e ³o]

­¼±d¶ ¦Ä SÉ±ü

­¼±d¶ ³o]

 اگر x گرم از یک ماده با غلظت m و y گرم از ماده دیگر با غلظت n را با هم مخلوط کنیم، غلظت مخلوط برابر است با: 
xm yn

x y
+

=
+

ó¼±h¶ SÉ±ü
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معادله های رادیکالی )گنگ(معادله های رادیکالی )گنگ(
به معادله هایی که در آن ها مجهول )متغیر( زیر رادیکال قرار داشته باشد، معادله های رادیکالی )گنگ( می گوییم.  

 به عنوان مثال معادله های زیر چند نمونه از معادلات رادیکالی هستند. 
                                   

حال سؤال اینجاست که یه معادله رادیکالی رو چطوری باید حلش کنیم... 

 برای حل یک معادله رادیکالی باید مراحل زیر را طی کنیم: 
11 یکی از رادیکال ها را در یک طرف معادله نگه می داریم و مابقی جمله ها را به طرف دیگر معادله منتقل می کنیم.

22 طرفین معادله را به توان مناسب می رسانیم )معمولاً طرفین را به توان 2 می رسونیم( 

)توجه داشته باشید که اگر با به توان رساندن طرفین معادله، مجدداً در معادله عبارت رادیکالی حضور داشته باشد سعی می کنیم که با تکرار مراحل 
1 و 2، کل معادله را از حالت رادیکالی خارج کنیم( 

33 معادله به دست آمده را تا حد امکان ساده کرده و آن را حل می کنیم و جواب )یا جواب های( معادله را به دست می آوریم. 
44 جواب)های( به دست آمده را در معادله اصلی آزمایش می کنیم و جواب هایی را قبول می کنیم که اولاً در دامنه تعریف متغیر معادله قرار داشته 

باشند و ثانیاً در معادله اصلی صدق کنند.

 برای حل برخی از معادله های رادیکالی می توان از ویژگی های زیر استفاده کرد:  

g(x)= است.   0 f(x)= یا  0 × باشد، آن گاه  =f(x) g(x) 0  اگر 

=

→
→

→ → →

 − = =− − = 
− − = = = ±

2
2 2 2

x 1 0 x 1
(x 1) 4 x 0

4 x 0 4 x 0 x 4 x 2
مثال : 

 مجموع چند عبارت نامنفی زمانی برابر صفر است که به ازای x مشترک هر کدام از آن عبارت ها برابر صفر باشند. 

+ را حل کنید.   − + + + =2 2x x 2 x 3x 2 0 مثال: معادله 

می دانیم که مجموع چند عبارت نامنفی زمانی می تواند برابر صفر باشد که هر کدام از آن عبارت ها )به ازای x مشترک( برابر صفر باشند. بنابراین هر کدام از 

عبارت ها را برابر صفر قرار می دهیم تا x مشترک پیدا شود.  
 =+ − = + − = − + = 


 = −+ + = + + = + + =


=

→

−
→ → →

→ →
= −



2 2

2 2

x 1
x x 2 0 x x 2 0 (x 1)(x 2) 0

x 1
x 3x 2 0 x 3x 2 0 (x 1)

x

2) x 2(x

2

0

، ریشه مشترک هر یک از عبارت ها می باشد که به ازای آن معادله اصلی نیز برقرار است بنابراین معادله داده شده تنها یک ریشه دارد.  = −x 2 بنابراین 

 مجموع چند عبارت همواره مثبت، هیچ گاه برابر صفر و یا عددی منفی نمی شود. به عنوان مثال معادله های زیر جواب حقیقی ندارند. )خُب معلومه دیگه! 

جمع چند تا عدد مثبت نه صفر میشه نه منفی(  

•

• + + − +

− + +

≠

≠+

2

2

0

0

x 2x x 4 2

2x 1 x 1 1
برای حل بعضی از معادله های رادیکالی می تونیم از فاکتورگیری، تجزیه، مخرج مشترک گیری و ... هم استفاده کنیم. 

 برای حل بعضی از معادله های رادیکالی می توانیم از روش هندسی )روش رسم نمودار( استفاده کنیم. برای حل این نوع از معادله ها، اگر خواسته 

سؤال درباره تعداد جواب ها، محل تقریبی جواب ها و یا علامت جواب ها باشد می توانیم به روش زیر عمل کنیم: 

= تبدیل می کنیم )طوری اجزای معادله اصلی رو در دو طرف تساوی قرار می دیم که بتونیم نمودار توابع f و g رو رسم  g(x)f(x)  ابتدا معادله داده شده را به فرم 

کنیم(  
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 سپس نمودار توابع )x(f و )g)x را در یک دستگاه مختصات رسم کرده و نقاط برخورد آن ها را مشخص می کنیم. تعداد نقاط برخورد دو نمودار، تعداد 

جواب های معادله را مشخص می کند. 

نامعادله های  رادیکالی نامعادله های  رادیکالی 
برای حل نامعادله های رادیکالی مراحل زیر را انجام می دهیم: 

 ابتدا حدود متغیر نامعادله )همون دامنه نامعادله( را به دست می آوریم.
 سپس نامعادله داده شده را با به توان رساندن طرفین آن حل کرده و مجموعه جواب آن را به دست می آوریم.

 در نهایت بین مجموعه جواب به دست آمده و دامنه نامعادله اشتراک می گیریم. 

 توجه داشته باشید که در فرایند به توان رسانی طرفین نامعادله، علامت عبارت های دو طرف آن بسیار مهم است چرا که می تواند هنگام به توان 
رساندن جهت نامساوی را تغییر دهد. ببینید...

اگر طرفین یک نامساوی مثبت باشند و بخواهیم دو طرف آن را به توان عدد طبیعی زوج 
برسانیم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

n n
n
a,ba b a b>
∈

→> >20 2


اگر طرفین یک نامساوی منفی باشند و بخواهیم دو طرف آن را به توان عدد طبیعی زوج 
برسانیم، جهت نامساوی تغییر می کند.

n n
n
a,ba b a b<
∈

→> <


2 20

اگر بخواهیم دو طرف یک نامساوی را )بدون توجه به علامت طرفین آن( به توان عدد طبیعی 
فرد برسانیم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

n n na b a b+ +∈→> >2 1 2 1
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منظور از تعیین علامت یک عبارت جبری مانند )P(x این است که مشخص کنیم آن عبارت به ازای چه مقادیری از x می تواند مثبت، صفر و یا 
تعریف نشده باشد.

حالا می خوایم تعیین علامت چند تا تابع مهم رو با هم بررسی کنیم... 

تعیین علامت تابع درجه اول )خطی(تعیین علامت تابع درجه اول )خطی(
f را به دست می آوریم و سپس با توجه به  (x) = ، ابتدا ریشه عبارت 0 )f (x) ax b a; (= ≠+ 0 برای تعیین علامت یک تابع درجه اول به فرم 

علامت a، جدول تعیین علامت آن را به صورت زیر تشکیل می دهیم: 

)f (x) ax b a; (= ≠+ 0

a >0a <0

تعیین علامت تابع درجه دومتعیین علامت تابع درجه دوم
f را در صورت وجود به دست  (x) = ، ابتدا ریشه)های) عبارت 0 )f (x) ax bx , (ac= + + ≠2 0 برای تعیین علامت یک تابع درجه دوم به فرم 

می آوریم. حال با توجه به علامت∆ سه حالت ممکن است اتفاق بیفتد: 

) و جدول تعیین علامت آن )با توجه به  )α < β β خواهد داشت  α و  f دو ریشۀ متمایز به صورت  (x) = ∆ باشد، معادله 0 > حالت اول: اگر 0

علامت a) به صورت زیر است: 

∆ > 0

a > 0a < 0

bx خواهد داشت و جدول تعیین علامت آن )با توجه به علامت 
a

= −
2

f یک ریشۀ مضاعف به صورت  (x) = ∆ باشد، معادله 0 = حالت دوم: اگر 0

a) به صورت زیر است: 
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∆ = 0

a > 0a < 0

f ریشۀ حقیقی ندارد و جدول تعیین علامت آن )با توجه به علامت a) به صورت زیر است: (x) = ∆ باشد، معادلۀ 0 < حالت سوم: اگر 0

∆ < 0

a > 0a < 0

همان طور که از حالت سوم هم مشخص است:
a باشد، عبارت درجۀ دوم، همواره مثبت است.  > ∆ و 0 <  اگر 0
a باشد، عبارت درجۀ دوم، همواره منفی است.  < 0 ∆ و  <  اگر 0

تعیین علامت یک عبارت در حالت کلیتعیین علامت یک عبارت در حالت کلی
برای تعیین علامت عبارت هایی که از ضرب و یا تقسیم چند عبارت تشکیل شده اند به روش زیر عمل می کنیم: 

11 ابتدا ریشه )یا ریشه های) هر یک از عبارت ها را )در صورت وجود) پیدا می کنیم.
22 یک جدول چند سطری می کشیم و ریشه های به دست آمده را از کوچک به بزرگ در سطر اول این جدول قرار می دهیم.

33 برای هر یک از عبارت ها یک سطر اختصاص می دهیم و ریشه)های) هر عبارت در سطر خود با نماد )  ) مشخص می کنیم و سپس هر کدام را 
در سطر مربوط به خود تعیین علامت می کنیم. 

44 پس از تعیین علامت همه عبارت ها، علامت های هر ستون را در هم ضرب کرده و در سطر آخر که مربوط به کل عبارت می باشد، قرار می دهیم. 

( حالا چند تا مورد داریم که باید بهش توجه ویژه داشته باشی...  راحت بود، نه؟ )

 اگر عبارت داده شده کسری باشد، باید در سطر آخر جدول تعیین علامت، برای ریشه های صورت کسر از علامت )  )  و برای ریشه های مخرج 
کسر از علامت )  )  یا )ت.ن) ]هر دو به معنی تعریف نشده[، استفاده کنیم. 

f (x)jo  ) و  )f (x) jo   توان فرد و فرجه فرد برای یک عبارت در تعیین علامت تأثیری ندارند به عبارت دیگر برای تعیین علامت عبارت های 
، فقط کافی است که عبارت )f(x را تعیین علامت کنیم. 

، همواره نامنفی )بزرگ تر یا مساوی صفر) هستند بنابراین در سطر مربوط به آن ها در جدول تعیین علامت  f (x) ) و  )f (x) Z»p  عبارت های 

همواره علامت مثبت قرار می دهیم. 
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f در دامنه تعریف خود همواره نامنفی )بزرگ تر یا مساوی صفر) است و برای تعیین علامت آن ابتدا دامنه تعریف این عبارت را  (x)Z»p  عبارت 
پیدا می کنیم و سپس در سطر مربوط به آن، در ناحیه هایی که در دامنه این عبارت قرار دارند از علامت مثبت و در ناحیه هایی که در دامنه آن قرار 

ندارند، از نماد )ت.ن) استفاده می کنیم. 

روش سریع تعیین علامتروش سریع تعیین علامت
برای تعیین علامت یک عبارت به روش سریع، به روش زیر عمل می کنیم: 

11 ابتدا به کمک موارد زیر ظاهر عبارت را تغییر می دهیم: 
 ، ( x )+1  عبارت های همواره مثبت را از عبارت حذف می کنیم، چرا که این عبارت ها در تعیین علامت بی تاثیر هستند به عنوان مثال، عبارت های 

، ... همواره مثبت هستند و در تعیین علامت نقشی ندارند.  (x x )− +2 2  ، ( x )+ 2
 عبارت های  همواره منفی را از عبارت حذف کرده و به جای آن ها یک علامت منفی در عبارت ضرب می کنیم. 

f) را حذف کرده و به جای آن ها عبارت )f(x را قرار می دهیم چرا که می دانیم توان فرد و فرجه فرد عبارت  (x))jo  f و  (x)jo   عبارت های 
)f(x  در تعیین علامت تاثیری ندارند و به جای آن ها می توان عبارت )f(x را تعیین علامت کرد. 

f را حذف می کنیم ولی دامنه آن را در جدول تاثیر می دهیم )این مورد خیلی مهمه! یادت باشه که دامنه اون رو توی جدول تاثیر بدی( (x)Z»p  عبارت 
22 حال تمامی عبارت هایی که باقی مانده اند را به کمک اتحادها، فاکتورگیری و ... تجزیه می کنیم. 

33 ریشه هر یک از عبارت ها را به دست آورده و آن ها را در یک جدول تعیین علامت دوسطری )از کوچک به بزرگ) قرار می  دهیم. 
44 اگر عبارت صورت سوال کسری باشد، در سطر دوم جدول تعیین علامت، برای ریشه های صورت از علامت )  ) و برای ریشه های مخرج کسر از 

علامت )  ) یا )ت.ن) استفاده می کنیم. 
55 یکی از نواحی سطر دوم را انتخاب می کنیم )به دلخواه) و با عددگذاری علامت آن ناحیه را مشخص می کنیم. 

66 بین نواحی حرکت کرده و علامت ها را بین ریشه ها یکی در میان عوض می کنیم مگر اینکه ریشه موردنظر مربوط به یکی از موارد زیر باشد که 
در این صورت علامت را تغییر نمی دهیم. )یعنی در دو طرف این ریشه ها علامت یکسان است.)

 ریشه مضاعف   ریشه عبارت داخل قدرمطلق   ریشه عبارت با توان زوج

تعیین علامت تابع هموگرافیکتعیین علامت تابع هموگرافیک
y برابر است و به  (ax b)(cx d)= + + ، با تعیین علامت، تابع درجه دوم  )ax bf (x)

cx d
ac;(+

= ≠
+

0 تعیین علامت یک تابع هموگرافیک به فرم 
یکی از دو صورت زیر به دست می آید: 

            

) تعریف نمی شود.  dx
c

= −  فقط باید دقت کنیم که تابع )f(x در ریشه مخرج خود )یعنی 
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خواص نامعادله هاخواص نامعادله ها
اگر )f(x  و )g(x دو عبارت جبری باشند، نامعادله هایی که با این دو عبارت ساخته می شوند، به صورت زیر است: 

f(x()f کوچک تر از )g(x است. (x) g(x<

f(x()f کوچک تر یا مساوی )g(x است. (x) g(x≤

f(x()f بزرگ تر از )g(x است. (x) g(x>

f(x()f بزرگ تر یا مساوی )g(x است. (x) g(x≥

حالا بیاین چند تا از خواص نامعادله  ها رو با هم ببینیم که توی حل نامعادله ها خیلی به کارمون میان...

اگر بخواهیم دو طرف یک نامعادله را با عدد ثابت c جمع یا تفریق کنیم، جمع و تفریق
جهت نامساوی تغییر نمی کند.

b cb ca a⇒ ± > ±>

ضرب و تقسیم

اگر بخواهیم دو طرف یک نامعادله را در عدد مثبت و غیرصفر c  ضرب 
و یا بر آن تقسیم کنیم جهت نامساوی تغییر نمی کند. 

c
c

a b a bc c>
≠

→> >0
0

c
c

a b
c

b
c

a >
≠

→> >0
0

اگر بخواهیم دو طرف یک نامعادله را در عدد منفی و غیرصفر c  ضرب 
و یا بر آن تقسیم کنیم، جهت نامساوی تغییر می کند.

c
c

a b a bc c<
≠

→> <0
0

c
c

a b
c

b
c

a <
≠

→> <0
0

توان زوج
اگر طرفین یک نامعادله، منفی باشد و بخواهیم دو طرف آن را به توان 

عدد طبیعی زوج برسانیم، جهت نامساوی تغییر می کند.
a,b
n

n na b a b<
∈

 <→> 


0 2 2

اگر طرفین یک نامعادله، مثبت باشد و بخواهیم دو طرف آن را به توان 
عدد طبیعی زوج برسانیم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

a,b
n

n na b a b>
∈

 >→> 


0 2 2

اگر بخواهیم دو طرف یک نامعادله را )بدون توجه به علامت طرفین آن) به توان فرد
توان عدد طبیعی فرد  برسانیم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

n n na b a b+∈ + →>  > 2 1 2 1

فرجه زوج
اگر بخواهیم از دو طرف یک نامعادله فرجه زوج بگیریم، جهت نامساوی 
تغییر نمی کند )توجه کنید که تنها در صورتی می توان از طرفین یک 

نامعادله فرجه زوج گرفت که هر دو طرف آن مثبت باشند)

a,b
n

n na b a b>
∈

 >→> 


0 2 2

اگر بخواهیم از دو طرف یک نامعادله فرجه فرد بگیریم، جهت نامساوی فرجه فرد
تغییر نمی کند.

n n na b a b+∈ + →>  > 2 1 2 1

معکوس کردن

را  آن  بخواهیم دو طرف  و  باشد  هم علامت  نامعادله  اگر طرفین یک 
معکوس کنیم، جهت نامساوی تغییر می کند.

aba b
a b

>→> <0 1 1

اگر طرفین یک نامعادله مختلف العلامت باشد و بخواهیم دو طرف آن را 
معکوس کنیم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

aba b
a b

<→> >0 1 1

تاثیر قدرمطلق

اگر طرفین یک نامعادله مثبت باشند و بخواهیم از دو طرف آن قدرمطلق 
بگیریم، جهت نامساوی تغییر نمی کند.

a,ba b a b>→> >0

اگر طرفین یک نامعادله منفی باشند و بخواهیم از دو طرف آن قدرمطلق 
بگیریم، جهت نامساوی تغییر می کند. 

a,ba b a b<→> <0
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طرفین- وسطین

اگر در یک نامعادله گویا، عبارت های موجود در مخرج، هم علامت باشند، 
بدون تغییر دادن جهت نامساوی می توان عمل طرفین- وسطین را انجام داد.

bd
b,d

a c ad bc
b d

>
≠

→> >0
0

اگر در یک نامعادله گویا، عبارت های موجود در مخرج، مختلف العلامت 
باشند، با انجام عمل طرفین- وسطین، جهت نامساوی تغییر می کند.

bd
b,d

a c ad bc
b d

<
≠

→> <0
0

نامعادله درجه اول نامعادله درجه اول 
برای حل نامعادله های درجه اول، مراحل زیر را طی می کنیم: 

 ابتدا تمامی مجهول ها را به یک سمت و تمامی اعداد ثابت را به سمت دیگر نامساوی منتقل می کنیم. 
 عبارت های هر دو سمت نامساوی را تا حد امکان ساده می کنیم )طوری که در یک طرف نامساوی ضریبی از x و در طرف دیگه اون فقط یک عدد باقی بمونه(

 طرفین نامعادله را بر ضریب x تقسیم می کنیم.

x را حل کنید.  x x− +
− < −

2 1 2 1
3 2 2

مثال: نامعادله 

x x x− +
− + <

2 1 2 1
3 2 2

حل: ابتدا همه عبارت هایی که مجهول x دارن رو میاریم سمت چپ و همه عددهای ثابت رو میبریم سمت راست.  

( x ) (x ) x− − + + <2 2 1 3 2 3 6 حالا دو طرف نامعادله رو در عدد 6 ضرب می کنیم تا نامعادله رو از حالت کسری خارج کنیم: 

x x− −4 2 3 x− +6 3 x x< − < <⇒ ⇒6 4 8 6 4 14 بعد تا حد امکان نامعادله رو ساده می کنیم: 
x xx ÷→< < <⇒4 4 144 14
4 4

7
2

در نهایت دو طرف رو بر ضریب x تقسیم می کنیم: 

نامعادلات هموگرافیکنامعادلات هموگرافیک

را حل کنیم که برای حل آن، باید 
 
(ax b)(cx d)+ + >

<
0
0

 
، کافیست که نامعادله درجه دوم ax b

cx d
+
+

>
<
0
برای حل نامعادله های هموگرافیک به فرم 0

f را تعیین علامت کرده و مجموعه جواب موردنظر را با توجه به علامت نامعادله، پیدا کنیم.  (x) (ax b)(cx d)= + + عبارت 

x را حل کنید. 
x
−

≥
+

4 2 0
3 1

مثال: نامعادله 

f را تعیین علامت کنیم، سپس:  (x) ( x)( x )= − +4 2 3 1 حل: می دانیم که برای حل نامعادله داده شده باید عبارت 

x x x

x x x

− = = =



+ = = − = −

→ →

→ →

4 2 0 2 4 2
13 1 0 3 1
3

 

ac ac :علامت  < 0
x است.  ( , ]∈ −

1 2
3

بنابراین، مجموعه جواب نامعادله موردنظر به صورت 

روش کلی حل نامعادله ها روش کلی حل نامعادله ها 
برای حل یک نامعادله، در حالت کلی، مراحل زیر انجام می دهیم: 

 ابتدا همه عبارت های طرفین نامعادله را به یک طرف آن منتقل می کنیم و در طرف دیگر آن عدد صفر را قرار می دهیم )معمولاً همشون رو میاریم به 
سمت چپ!(

 سپس عبارت ها را به کمک عملیات جبری )جمع، تفریق و ...)، مخرج مشترک گیری، فاکتورگیری، اتحاد و ... تا حد امکان ساده می کنیم و به یکی از 
f میتونه یه عبارت درجه اول یا درجه دوم و یا یه عبارت کسری باشه( (x)( .می رسیم f (x) ≤ f و یا 0 (x) < 0 ، f (x) ≥ 0 ، f (x) > حالت های 0

f را تعیین علامت کرده و با توجه به جهت نامساوی، محدودۀ جواب را پیدا می کنیم.  (x)  در نهایت، 
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نامعادله های دو گانه نامعادله های دو گانه 
،  نامعادله های دوگانه یا مضاعف می گوییم و برای حل آن ها به روش زیر عمل می کنیم:  f (x)h(x) g(x)< < به نامعادله های به فرم 

h(x)( را حل کرده و مجموعه جواب آن را به دست می آوریم.  f (x< 11 ابتدا نامعادله 
f( را حل کرده و مجموعه جواب آن را نیز به دست می آوریم.  (x) g(x< 22 سپس نامعادله 

33 در نهایت از مجموعه جواب های به دست آمده در مراحل 1 و 2، اشتراک می گیریم. 

a کدام است؟  b− (a,b) باشد، حاصل  x به صورت 
x
+

< <
−
41 2

2 1
 اگر مجموعه جواب نامعادله 

−7  (4    −3  (3    3  (2    7  (1

حل: ابتدا نامعادله داده شده را به دو نامعادله تقسیم کرده و پس از حل آن ها، اشتراک جواب ها را به دست می آوریم: 
x x x x
x x x

xx
x x xx
x

(A)

(
x

)
x

U
x

B

+ + − + > − > ⇒ > < < − − −
 <+  < <  + + − +−  < − < <

⇒ ⇒

⇒
⇒ ⇒  − − −  >  

⇒

4 4 5 11 1 0 0 5
2 1 2 1 2 1 2

1
41 2 24 4 3 62 1 2 2 0 0

2 1 2 1 2 1
2

 

>x خواهد بود. پس:  <2 5 حال، اگر بین مجموعه  جواب های )A) و )B) اشتراک بگیریم، مجموعه جواب نهایی به صورت 
a

a b
b
=

− = =⇒ −− =

2
2 5

5
3  

 در نتیجه گزینه 3 صحیح است. 

) باشد:  , )−∞ α ) و یا به صورت  , )α +∞ +< به صورت  + <
2 0ax bx c 0  اگر جواب نامعادله 

a باشد.  0=  باید 

bx است.  c 0+ = x ریشه عبارت  = α  

وضعیت نمودار دو تابع نسبت به هم وضعیت نمودار دو تابع نسبت به هم 
در حل بعضی از سوالات زمانی که بخواهیم شرایط حاکم بر سوال را اجرا کنیم به یک نامعادله می رسیم که باید آن را حل کنیم. یک نوع از این 

سوال ها مربوط به وضعیت نمودار دو تابع f و g است که برای حل آن ها جدول زیر می تواند راه گشای حل مسئله باشد. 

g و f نامعادله مربوط به آنوضعیت نمودار دو تابع

f بالای نمودار تابع )g(x قرار دارد. (x) fنمودار تابع  (x) g(x)>

fنمودار تابع )f(x پایین نمودار تابع )g(x قرار دارد. (x) g(x)<

fنمودار تابع )f(x بالای نمودار تابع )g(x قرار نمی گیرد. (x) g(x)≤

fنمودار تابع )f(x پایین نمودار تابع )g(x قرار نمی گیرد. (x) g(x)≥

fنمودار تابع )f(x بالای محور xها قرار دارد. (x) > 0

fنمودار تابع )f(x بالای محور xها و یا در برخورد با آن است. (x) ≥ 0

fنمودار تابع )f(x پایین محور xها و یا در برخورد با آن است.  (x) ≤ 0
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تعریف قدرمطلقتعریف قدرمطلق
a می گوییم.  a تا مبدأ را قدرمطلق  تعریف: فاصلۀ عدد حقیقی 

قدرمطلق جزء نامنفی ها است. قدرمطلق را به صورت  در اطراف عدد یا هر عبارت ریاضی نمایش می د  هیم.  

a ;a
a

a ; a

≥= 
− <

0
0

a نمایش می دهیم و داریم:    a را به صورت  قدرمطلق 

 در تست ها و سوالات مربوط به قدرمطلق، همواره باید سعی کنیم قدرمطلق را برداریم. برای این کار باید، علامت عبارت داخل قدرمطلق را تعیین کنیم. 

 را تفکیک حدود کرده و جدول تعیین علامت تشکیل دهیم و  ( باید براساس ریشه های داخل قدرمطلق،  x اگر عبارت داخل قدرمطلق شامل متغیر بود )مثل 

با توجه به آن، علامت قدرمطلق را بر می داریم. 

خواص و قواعد قدرمطلقخواص و قواعد قدرمطلق
قواعد و خواص قدرمطلق ها بعداً در حل معادلات و نامعادلات قدرمطلقی به کارمان می آید. ببینید: 

11 می دانیم حاصل هر رادیکال با فرجۀ زوج، همواره بزرگ تر یا مساوی صفر است. پس اگر عاملی از زیر رادیکال با فرجۀ زوج بخواهد خارج شود و 
n n =2 2
  علامت مشخصی نداشته باشد، باید داخل قدرمطلق قرار بگیرد.    

 22  x x ⇒= − = −    

 33  f (x) g(x) f (x) g(x)= = ±⇒   

   44  f (x) a f (x) a (a )= = ± >⇒ 0   

 55  f (x) g(x) f (x) g(x)× = ×    

66  f (x)f (x) (g(x) )
g(x) g(x)

= ≠ 0    

 77  f (x) a a f (x) a (a )≤ − ≤⇒ ≤ >0   

 88  f (x) a f (x) a f (x) a (a )⇒≥ ≥ ≤ − >0IÄ   

 99  f (x) f (x) f (x)− ≤ ≤   

 1010  
f (x).g(x) f (x) g(x) f (x) g(x)

f (x) g(x) f (x) g(x)
f (x).g(x) f (x) g(x) f (x) g(x)

 ≥ + = ++ ≤ + 
< + < +

⇒
⇒

⇒

0

0
نامساوی مثلثی    

 1111  f (x) g(x) f (x) g(x) f (x) g(x) f (x) g(x)− ≥ − − ≥ −   

 1212  f (x) g(x) f (x) g(x)− ≤ +   

 1313 f (x) g(x) f (x) , g(x)+ = = =⇒0 0 0    

 1414  nnf (x) f (x)=   
قواعد شماره 10 و 11 صرفاً جهت افزایش معلومات ذکر شده اند!
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روش کلی رسم توابع قدرمطلقی روش کلی رسم توابع قدرمطلقی 
y است و نمودار آن به صورت مقابل است:  x= ساده ترین تابع قدرمطلقی، تابع 

x ; x
y x

x ; x

≥= = 
− <

0
0

 

y استفاده می کنیم. بسته به علامت مثبت یا منفی a، به سمت چپ یا راست و علامت  x= y از انتقال نمودار تابع  x a b= + + برای رسم نمودار 
مثبت یا منفی b به بالا یا پایین حرکت می کنیم. )در فصل تابع بیشتر در این باره خواهیم خواند(

برای رسم نمودار توابع قدرمطلقی، ابتدا دامنۀ تعریف را که معمولاً مجموعۀ اعداد حقیقی است، به ازای ریشه های داخل قدرمطلق به قسمت های 
مختلف تقسیم می کنیم و در هر محدوده، علامت عبارات داخل قدرمطلق را مشخص کرده و قدرمطلق ها را برمی داریم. سپس در هر حالت ضابطۀ به 

دست آمده را در حدودش رسم می کنیم. 

 روش سریع رسم نمودار توابع قدرمطلق خطی: 

= به صورت یک خط شکسته است که در ریشه های داخل قدرمطلق می شکند. برای  + ± + ± ± +y k ax b p cx d ... nmx h نمودار توابع قدرمطلقی خطی

رسم نمودار آن ها به صورت زیر عمل می کنیم: 

ابتدا ریشه های داخل قدرمطلق را به دست می آوریم و آن ها را در تابع جایگذاری می کنیم تا مختصات نقاط شکستگی به دست آید. در گام بعدی یک واحد 

بیشتر از ریشۀ بزرگ تر و یک واحد کمتر از ریشۀ کوچک تر را در نظر می گیریم و مقدار تابع را در این نقاط به دست می آوریم و در گام آخر نقاط بالا را در دستگاه 

مختصات مشخص کرده و به هم وصل می کنیم و امتداد می دهیم و تمام.  

 تیز ببین!

گاهی یک عبارت درجه دوم زیر رادیکال قرار می گیرد که می توانیم با کمک اتحاد مربع دوجمله ای، آن را ساده کرده و از زیر رادیکال خارج کنیم. در این نوع 

سوالات به ظاهر تابعی رادیکالی داریم اما پس از ساده کردن یک تابع قدرمطلقی ایجاد می شود که راحت تر رسم می شود. 

رسم تابع رسم تابع گلدانیگلدانی
f شبیه به گلدان است.  (x) x a x b= − + − نمودار تابع 

نکات زیر را در مورد تابع گلدانی به خاطر بسپاریم: )بعداً در فصل تابع بیشتر با این نکات کار می کنیم.(
)fR a b ,=  − +∞ ، برد:  fD =  11 دامنه: 

a است.  b− ] قرار گرفته و عرض کف گلدان برابر  ]a,b 22 کف گلدان در فاصلۀ 
2− است.  2 و  33 شیب دیواره های گلدان 

، محور تقارن قائم منحنی است.  a bx +
=

2
44 خط 

a ساخته می شود.  b− ها، مربعی به ضلع  x 55 زیر کف گلدان تا محور 

f را لازم داشتیم.  (x) x x= − + −2 3 در کنکور تجربی سال 97، رسم نمودار 

f شبیه یک گلدان است. برای رسم آن کافی است ریشۀ هر کدام از قدرمطلق ها را به دست آورده  (x) طبق مطالب گفته شده در درسنامۀ فوق تابع 
b مشخص شود.    ، a f قرار دهیم تا مختصات نقاط  (x) و در خود تابع 

f را به راحتی رسم کنیم )دقیقاً مثل رسم یک گلدان( (x) حالا می توانیم نمودار تابع 

(

f (

) ( )

x) x x
a b↓ ↓ ⇒

= − + −2 3 2 3
1 12 3 

IÀ¢±ô¶ nk¤ ÁIÀ¾zÄn :
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رسم تابع سرسره ای یا )رسم تابع سرسره ای یا )zz( شکل( شکل
z است.  f شبیه به سرسره، آبشار یا حرف  (x) x a x b= − − − نمودار تابع 

( نمودار به یکی از دو صورت زیر است:  b و a با توجه به ریشه های داخل قدرمطلق )

نکات زیر را در مورد تابع سرسره ای به خاطر بسپاریم: )بعداً در فصل تابع بیشتر با این نکات کار می کنیم.( 

fR a b , a b= − − −   ، برد:  fD =  دامنه: 

  |   | f)xf)x(| رسم نمودار |)رسم نمودار
اگر ضابطۀ تابع را کامل بگذاریم داخل قدرمطلق دیگر عرض منفی نداریم و آن ها که منفی بودند، قرینه می شوند.

ها قرار دارد، نسبت به این محور قرینه  x ، قسمت هایی از نمودار را که زیر محور  y f (x)= y از روی نمودار  f (x)= پس برای رسم نمودار تابع
می کنیم.  

    f)| xf)| x |( رسم نمودار )| رسم نمودار
x قرار می دهیم.  ، قدرمطلق  f (x) x  در تابع  در این حالت، به جای 

ها را به نمودار  y ها را حذف کرده و سپس قرینۀ سمت راست نمودار حاصل نسبت به محور  y ، سمت چپ محور  f ( x ) پس برای رسم نمودار تابع 
اضافه می کنیم.  

: = − −f(x) x a b  نمودار تابع 

b< به صورت مقابل است:  0 نمودار این تابع با شرط 

1− است.  1 و  در نمودار مقابل، شیب خط ها برابر 

انواع معادلات قدرمطلقیانواع معادلات قدرمطلقی
برای حل معادلات قدرمطلقی، روش های مختلفی وجود دارد. ابتدا انواع معادلات قدرمطلقی را بشناسیم: 

 عدد = قدرمطلق
a f (x) a

f (x) a a f (x)

a

> = ±


= = =
 <

⇒

∅

0
0 0
0

              x x

x
x

x x

x⇒ ⇒
⇒

⇒ ⇒

− = =− = 
− = − = −

=

= −

2 1 3 2 4
2 1 3

2 1
2

13 2 2

 

g(x)
f (x) g(x)

f (x) g(x)

≥
=

= ±
⇒

0  عبارت = قدرمطلق   

برای حل معادلات تیپ دوم، می گوییم چون سمت چپ تساوی نامنفی است، سمت راست تساوی هم باید نامنفی باشد.   

≥ 0 ، آن گاه داریم:  =   اگر 

f (x) g(x) f (x) g(x)= = ±⇒  قدرمطلق = قدرمطلق   

عبارت های داخل قدرمطلق ها یا با هم مساوی اند یا قرینۀ یکدیگرند. 
f) می رسیم.  g)(f g)− + = البته می توان با به توان 2 رساندن هم این نوع معادلات را حل کرد که در نهایت به 0

    مجموع چند عبارت نامنفی: مجموع چند عبارت نامنفی )مثل قدرمطلق( زمانی صفر می شود که همۀ آن ها صفر باشند. 
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تا اینجای کار سعی کردیم با استفاده از قواعد و خواص قدرمطلق ها که در ابتدای درس آموختیم، معادلات قدرمطلقی را حل کنیم. اما حالا می خواهیم یک روش کلی برای حل 

معادلات قدرمطلقی را بررسی کنیم. با ما بمانید. 

روش کلی حل معادلات قدرمطلقیروش کلی حل معادلات قدرمطلقی
برای حل معادلات قدرمطلقی، ابتدا ریشه های هر کدام از قدرمطلق ها را پیدا کرده و سپس حوزۀ اعداد حقیقی را به فاصله هایی تقسیم می کنیم که 
مرزهای آن ها ریشه های عبارت های داخل قدرمطلق باشند. سپس در هر یک از این فاصله ها، علامت عبارت های داخل قدرمطلق را مشخص کرده و 

قدرمطلق ها را برمی داریم. حال معادلۀ به دست آمده را حل می کنیم. 

 حواسمان باشد که ریشه های به دست آمده را کنترل کنیم، جوابی که  در هر حالت به دست می آید، به شرطی قابل قبول است که در فاصلۀ عددی 

همان حالت واقع شده باشد، در غیر این صورت جواب مورد نظر غ ق ق است!

نامعادلات قدرمطلقینامعادلات قدرمطلقی
f (x) a

f (x) a
f (x) a

< −
>

>
⇒

با فرض نامنفی بودن a داریم:    

در هر کدام از حالت های فوق، اگر حالت تساوی داشتیم، در جواب ها هم حالت تساوی را می گذاریم. 

نامعادله ای را در نظر بگیرید که هر دو طرف آن فقط یک قدرمطلق قرار گرفته باشد، در این صورت می توان از روش »به توان 2 رساندن« استفاده 
کرد. اما با عنایت به اتحاد مزدوج می توان گفت: 

f (x) g(x) (f g)(f g)⇒< − + <0  
در این روش همواره حاصل ضرب »مجموع« و »تفاضل« را تشکیل می دهیم و جهت نامساوی هر چه بود، همان را قرار می دهیم. 

 گاهی داخل قدرمطلق، کسری داریم که صورت و مخرج آن درجه اول است. برای حل این مدل سوالات به جای آن که قدرمطلق را دور کسر قرار 

دهید، یک قدرمطلق برای صورت و یک قدرمطلق برای مخرج بگذارید. حالا که علامت مخرج مشخص است می توان دو طرف را در مخرج ضرب کرد )یا به 

عبارتی طرفین وسطین کرد( البته پس از بیرون کشیدن ریشۀ مخرج و حالا به حل نامعادله مبادرت می ورزیم.

 یادمان باشد که ریشۀ مخرج نباید در جواب آخر وجود داشته باشد. 

روش کلی حل نامعادلات قدرمطلقیروش کلی حل نامعادلات قدرمطلقی
برای حل نامعادلات قدرمطلقی دقیقاً مانند حل معادلات قدرمطلقی عمل می کنیم، ابتدا حوزۀ اعداد حقیقی را به فاصله هایی تقسیم می کنیم که 
مرزهای آن ها ریشه های داخل قدرمطلق ها باشند. سپس در هر یک از این فاصله ها، علامت قدرمطلق را تعیین کرده و قدرمطلق ها را برمی داریم. حال 

نامعادلۀ حاصل را حل می کنیم. 

 یادمان باشد بین مجموعه جواب هر نامعادله با فاصلۀ خودش اشتراک بگیریم، همچنین توجه داشته باشید که مجموعه جواب نامعادله از اجتماع 

تمام نتایج به دست می آید. 

روش هندسیروش هندسی
گاهی برای حل نامعادلات و یا معادلات قدرمطلقی می توان با رسم طرفین معادله یا نامعادله سریعتر به جواب رسید.

g(x) را در یک  f و  (x) f می نویسیم و نمودارهای  (x) g(x)= و همچنین اگر تعداد جواب های یک معادلۀ قدرمطلقی را بخواهیم، آن را به فرم 
دستگاه مختصات رسم می کنیم. نقاط تلاقی همان جواب های مساله هستند. 

)در فصل معادله و نامعادله، اهمیت این موضوع را بهتر درک خواهید کرد.(

 با دیدن گلدانی، آبشاری و w شکل از روش هندسی یاد کنید. 
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جزء صحیح، مشهورترین تابع پله ای است که در فصل سوم کتاب ریاضی 2 با آن آشنا شدیم. از خود جزء صحیح تست مستقلی نمی بینیم. اما برای حل تست های 

»حد و پیوستگی« ، »مشتق« و ... نیاز شدیدی به تسلط بر مفاهیم جزء صحیح احساس می شود. 

معرفیمعرفی
جزء‌صحیح،‌مشهورترین‌تابع‌پله‌ای‌است‌که‌در‌فصل‌سوم‌ریاضی‌‌2با‌آن‌آشنا‌می‌شویم.

]‌نمایش‌می‌دهند.‌ ]a  تعریف جزء صحیح: جزء‌صحیح‌a،‌اولین‌یا‌بزر‌گترین‌عدد‌صحیح‌کوچک‌تر‌یا‌مساوی‌‌aاست‌و‌آن‌را‌به‌صورت‌

 جزء صحیح هر عدد صحیح، برابر با خود آن عدد صحیح است. 

 برای تعیین جزء صحیح عددی غیر صحیح، کافی است توجه کنیم که این عدد بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار گرفته است. حال جزء صحیح 

عدد، برابر با عدد صحیح کوچک تر است.

،‌عکس‌این‌موضوع‌هم‌برقرار‌است.‌ [ ]x n= ‌باشد،‌آن‌گاه‌ n x n≤ < ‌و‌1+ n∈ به‌طور‌کلی،‌هرگاه‌

قواعد و خواص جزء صحیحقواعد و خواص جزء صحیح
قواعد‌زیر‌را‌در‌مورد‌جزء‌صحیح‌به‌خاطر‌داشته‌باشیم:‌

[ ] [ ]x ( )∈ = ∈→  

Â ±¨ n¼ó ¾M □ □ ‌حاصل‌جزء‌صحیح،‌همواره‌عددی‌صحیح‌است.‌)از کرامات شیخ ما این است!(  11

‌:مثال [ ], − =  − =35 5 5

‌برای‌تعیین‌مقدار‌عبارت‌یا‌عدد‌داخل‌جزء‌صحیح‌باید‌ببینیم‌آن‌عدد‌یا‌عبارت‌بین‌کدام‌دو‌عدد‌صحیح‌متوالی‌قرار‌گرفته‌است.‌ 22

[ ] [ ]n nn x n x n n n n∈ ∈→  ≤ < + = ≤ <→ + → =1 1 

 

Â ±¨ n¼ó ¾M

‌:مثال    < <⇒ =  ⇒  12 1 2 2 2 ،‌پس‌داریم:‌ /2 1 4

‌هیچ‌چیزی‌از‌داخل‌براکت‌به‌بیرون‌درز‌نمی‌کند!‌مگر‌عدد‌یا‌عبارت‌صحیحی‌که‌داخل‌براکت‌جمع‌یا‌تفریق‌شده‌باشد.‌ 33

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x k x k (k ) x k x x k x (k ) x + = + ∈ + = + = +  1

‌:مثال [ ] [ ]x x+ = +3 3

nx n x  ≠      :در حالت کلی 

[ ] [ ]x x x≤ < +1 ‌بیان‌دیگری‌از‌قاعدۀ‌شماره‌‌2ببینید:‌)عکس قاعده شماره 2(‌ 44

‌قاعدۀ‌شماره‌‌5را‌ببینید:  55
[ ]

[ ]
[ ]
x x

x
x x

− ∈− = 
− − ∈ 1





‌:مثال [ ] [ ] [ ] [ ]/, / /− ∈ − ∈− → − −  − = −= − −→2 1 2 22 2 1 2 1 2 12 

 بد نیست دو قاعده زیر را هم بلد باشید! 

[ ] [ ] nnx x x ... x
n n

−   = + + + + +      

1 1 ‌اگر‌‌nعددی‌طبیعی‌باشد،‌داریم:‌)رابطۀ آیزنشتاین!(‌ 77

‌:مثال [ ] [ ] xx x  + + 
= 

1
2

2

‌ [ ] [ ] [ ]x y x y+ ≤ + ‌باشند،‌داریم:‌‌ ‌اگر‌‌xو‌‌yعضو‌ 88

‌:مثال [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]// / / / /− = − − >+ − +− −3 3 5 2 3 53 3 5 2 5 2 3 2
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آشنایی با دو تابع مشهور براکتیآشنایی با دو تابع مشهور براکتی
به‌دلیل‌تکرار‌دو‌عبارت‌مشهور‌براکتی‌زیر‌در‌کنکورهای‌چند‌سال‌اخیر،‌بر‌آن‌شدیم‌که‌آن‌ها‌را‌در‌یک‌درسنامۀ‌جدا‌بررسی‌کنیم.‌

x - [ x [ معرفی تابع 

چون‌هر‌عدد‌حقیقی‌‌xرا‌می‌توانیم‌به‌صورت‌مجموع‌یک‌قسمت‌صحیح‌و‌یک‌قسمت‌اعشاری‌بنویسیم.‌پس‌داریم:‌
[ ]f (x) x x≤ = − <0 1

[ ] − =  0  و‌تا‌یادم‌نرفته:‌
به‌بیانی‌ساده‌تر،‌حاصل‌این‌عبارت‌عددی‌نامنفی‌و‌کوچک‌تر‌از‌یک‌است‌در‌ضمن‌مقدار‌این‌عبارت‌در‌نقاط‌صحیح‌برابر‌صفر‌و‌در‌نقاط‌غیرصحیح‌

عددی‌بین‌صفر‌و‌یک‌است.‌به‌این‌تابع،‌تابع‌»جزء‌اعشاری«‌می‌گویند.

]در‌حالت‌کلی‌داریم: ] [ ]×−≤ − < −→ < − ≤10 1 1 0   

نمودار‌آن‌را‌هم‌ببینیم:

 [ x [ + [ -x [ معرفی تابع 

حاصل‌این‌عبارت‌به‌ازای‌تمام‌اعداد‌صحیح‌برابر‌صفر‌و‌به‌ازای‌تمام‌اعداد‌غیرصحیح‌برابر‌منفی‌یک‌است.‌به‌عبارتی‌ساده‌تر:‌

[ ] [ ]
;

xf
x

;
(

x
x x)

∈


=

∈
+ −



−
= 


0
1





]در‌حالت‌کلی‌داریم: ] [ ]
;

;

∈+ − = 
− ∈

0
1

 

 

 

‌صحیح‌است‌یا‌غیرصحیح. ‌فقط‌کافی‌است‌تشخیص‌دهیم‌که‌

نمودار‌آن‌را‌هم‌ببینیم:

  y = [ f (xy = [ f (x( [ رسم نمودار توابع به فرم ] )رسم نمودار توابع به فرم
‌را‌به‌فاصلۀ‌یک‌واحد-‌یک‌واحد‌ y n(n )= ∈ برای‌رسم‌این‌گونه‌توابع،‌ابتدا‌تابع‌داخل‌براکت‌یعنی‌)‌f‌(xرا‌رسم‌می‌کنیم.‌سپس‌خطوط‌افقی‌
رسم‌می‌کنیم.‌در‌گام‌بعدی‌آن‌قسمت‌هایی‌از‌منحنی‌که‌بین‌دو‌خط‌افقی‌متوالی‌قرار‌گرفته‌اند‌را‌روی‌خط‌پایینی‌تصویر‌می‌کنیم‌یا‌به‌عبارتی‌
ساده‌تر‌سایۀ‌هر‌قسمت‌را‌که‌بین‌دو‌خط‌افقی‌قرار‌گرفته،‌روی‌خط‌پایینی‌می‌اندازیم.‌)انگار بالا سر نمودار یک چراغ روشن کرده ایم!(‌در‌ضمن‌محل‌تلاقی‌

خطوط‌افقی‌با‌تابع‌)‌f‌(xرا‌توپر‌می‌کنیم.‌برای‌مثال‌برای‌رسم‌نمودار‌تابع‌‌y=[x2]داریم:
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1-‌در‌مرحله‌نخست،‌ابتدا‌خطوط‌افقی‌با‌عرض‌صحیح‌را‌رسم‌می‌کنیم.

2-‌در‌این‌مرحله،‌قسمتی‌از‌نمودار‌y،‌که‌در‌فاصلۀ‌بین‌دو‌خط‌قرار‌
می‌گیرد‌را‌روی‌خط‌پایینی‌تصویر‌می‌کنیم.‌در‌ضمن‌نقاط‌برخورد‌‌yبا‌

خطوط‌افقی‌را‌توپر‌و‌نقاط‌زیر‌آن‌ها‌را‌توخالی‌می‌کنیم.

3-‌اگر‌خطوط‌افقی‌رسم‌شده‌در‌مرحلۀ‌اول‌را‌حذف‌کنیم‌به‌نمودار‌

‌می‌رسیم. g x =  
2

  y = a [ bxy = a [ bx [ رسم نمودار توابع به فرم ] رسم نمودار توابع به فرم
‌است.‌ a ‌و‌ارتفاع‌آن‌ها‌

b
‌طول‌پله‌ها‌1 [ ]y a bx= با‌فرض‌مثبت‌بودن‌‌aو‌‌bدر‌تابع‌

‌اگر‌‌aمنفی‌باشد،‌علاوه‌بر‌تغییر‌ارتفاع‌پله‌ها،‌نمودار‌نسبت‌به‌محور‌xها‌قرینه‌می‌شود.
‌اگر‌‌bمنفی‌باشد،‌علاوه‌بر‌تغییر‌طول‌پله‌ها،‌نمودار‌نسبت‌به‌محور‌yها‌قرینه‌می‌شود.

 رسم نمودار توابع شامل جزء صحیح رسم نمودار توابع شامل جزء صحیح
برای‌رسم‌نمودار‌یک‌تابع‌که‌شامل‌جزء‌صحیح‌است،‌داخل‌براکت‌را‌بین‌دسته‌های‌دوتایی‌از‌اعداد‌صحیح‌متوالی‌قرار‌می‌دهیم.‌با‌این‌کار،‌فاصله‌های‌
مختلفی‌برای‌‌xپدید‌می‌آید‌و‌حاصل‌براکت‌در‌هر‌فاصله‌عددی‌ثابت‌می‌شود.‌پس‌در‌هر‌فاصله‌براکت‌را‌برداشته‌و‌به‌جای‌آن‌یک‌عدد‌ثابت‌قرار‌

می‌دهیم‌و‌در‌گام‌آخر‌تابع‌نهایی‌را‌رسم‌می‌کنیم.‌

سه نمودار براکتی پرتکرارسه نمودار براکتی پرتکرار

[ ]x x− تابع‌

[ ] [ ]x x+ − تابع‌

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل اول : مباحث پایه )جزء صحیح(فصل اول : مباحث پایه )جزء صحیح(
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

42

[ ]x x+ تابع‌

معادلات به فرم معادلات به فرم f ( xf ( x ( [  =   ( [  =  aa ] )عدد = براکت) ] )عدد = براکت)
a f (x) a≤ < ‌باشد،‌آن‌گاه‌1+ a∈ ‌اگر‌

،‌آن‌گاه‌معادله‌جواب‌ندارد.‌ a ∈  ‌اگر‌

 در حل معادلات براکتی، استفاده از خواص و ویژگی های براکتی را فراموش نکنید!

معادلات به فرم معادلات به فرم ))f ( xf ( x ( [    =  ( [    = g(xg(x ] )عبارت = براکت) ] )عبارت = براکت)
‌را‌می‌نویسیم. g(x) =  حاصل‌براکت،‌همواره‌عددی‌صحیح‌است،‌پس‌اول‌شرط‌

در‌ادامه‌با‌دو‌حالت‌مواجه‌می‌شویم:‌
،‌نتیجه‌می‌شود‌که‌عبارت‌داخل‌براکت‌صحیح‌است‌و‌می‌توانیم‌براکت‌را‌برداریم.‌ g(x) =  ‌از‌

‌ g(x) =  ،‌در‌نهایت‌باید‌با‌ g(x) f (x) g(x)≤ < +1 ،‌صحیح‌بودن‌عبارت‌داخل‌براکت‌نتیجه‌نمی‌شود،‌در‌این‌حالت‌ g(x) =  ‌از‌
اشتراک‌بگیریم.‌‌

 در حل معادلات براکتی، استفاده از خواص و ویژگی های براکتی را فراموش نکنید!

نامعادلات براکتینامعادلات براکتی
در‌نامعادلات‌براکتی،‌با‌توجه‌به‌این‌موضوع‌که‌حاصل‌براکت‌همواره‌عددی‌صحیح‌است،‌مشخص‌می‌کنیم‌که‌خود‌براکت‌چه‌اعداد‌صحیحی‌را‌
می‌تواند‌اختیار‌کند.‌این‌اعداد‌صحیح‌را‌روی‌محور‌اعداد‌مشخص‌می‌کنیم.‌عبارت‌داخل‌براکت‌فاصلۀ‌بین‌هر‌دو‌عدد‌صحیح‌مشخص‌شده‌و‌عدد‌

صحیح‌بعدی‌اش‌را‌می‌تواند‌اختیار‌کند.‌
‌براکت‌خلاص‌شویم! برای‌حل‌نامعادلاتی‌که‌شامل‌براکت‌هستند‌باید‌با‌دقت‌از‌شرِّ

)a∈ به چند تا نکتۀ زیر در حل نامعادلات براکتی توجه کنید: )در تمامی موارد 

11  x a x a  ⇒ ≥ ≥                                                         22  x a x a 1 x a 1  >   ≥ +  ⇒ ≥ + ⇒  

33  x a x a 1⇒  ≤ < +                                                       44  x a x a 1 x a  <   ≤ − <   ⇒⇒  
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مفاهیم توانمفاهیم توان

n

na a a ... a (n )= × × × ∈


� امُ�عدد��aرا�به�صورت�روبه�رو�تعریف�می�کنیم:�� n توان�

�تعریف�نشده�است.� 00 �در�ضمن� a =0 �می�دانیم�برای�هر�عدد�حقیقی�مخالف�صفر�داریم:�1
m

n mna a (a ,m,n )= > ∈0 

� �توان�های�گویای�غیرصحیح،�برای�پایه�های�مثبت�تعریف�می�شود،�ببینید:��

 نکات زیر را در مورد اعداد با توان گویا به یاد داشته باشید: 

قوانین‌توان‌ها

n
na (a )

a
− = >

1 0n =1 1a =0 1

n nm (m )a a=m n m n(a ) a ×=
m

m n
n

a a
a

−=m n m na a a +× =

m
n mna a (a ,m,n )= > ∈0 

m
m

m
a a( )
b b

=m m m(ab) a b= ×

مقایسۀ اعداد توان دار مقایسۀ اعداد توان دار 
�در�دو�حالت�اعداد�توان�دار�را�مقایسه�می�کنیم:�
�مقایسۀ‌اعداد‌توان‌دار‌با‌پایه‌های‌یکسان: 11

/... a a a a ...− −< < < < <1 0 5 2 � �اگر�پایه�بزرگ�تر�از�یک�باشد،�هر�چه�توان�بزرگ�تر�باشد،�حاصل�بزرگ�تر�خواهد�بود.�ببینید:�
/... a a a a ...− −> > > > >1 0 5 2 � �اگر�پایه�بین�صفر�و�یک�باشد،�هر�چه�توان�بزرگ�تر�باشد،�حاصل�کوچک�تر�خواهد�بود.�ببینید:�

در�ضمن،�اگر�پایه�منفی�باشد،�باید�توجه�کرد�که�اولاً�برای�پایۀ�منفی�توان�های�غیرصحیح�نمی�توان�استفاده�کرد،�ثانیاً�زوج�یا�فرد�بودن�توان�مهم�است.�

�مقایسۀ‌اعداد‌توان‌دار‌با‌توان‌های‌مساوی: 22
�اگر�توان�زوج�باشد،�با�توجه�به�پایه�سه�حالت�داریم:�

n na b a b< < ⇒ <0 � الف(�در�پایه�های�مثبت،�توان�زوج،�جهت�نامساوی�را�عوض�نمی�کند.�
n na b a b< < ⇒ >0 � ب(�در�پایه�های�منفی،�توان�زوج،�جهت�نامساوی�را�عوض�می�کند.�

ج(�اگر�فقط�یکی�از�پایه�منفی�باشد،�توان�زوج،�ممکن�است�جهت�را�عوض�کند�یا�نکند!
n na b a b< ⇒ < � در�مورد�توان�فرد،�این�حالت�ها�پیش�نمی�آید!�»توان�فرد،�جهت�نامساوی�را�عوض�نمی�کند«�

ریشه و ریشه گیریریشه و ریشه گیری
ریشه�گیری،�به�نحوی�عکس�عمل�به�توان�رساندن�است.�

ام�a�ُاست.� n (،�در�این�صورت�می�گوییم�عدد��bریشۀ� n ,n∈ ≥ 2 (� nb a= �اگر��aو��bاعداد�حقیقی�باشند�و�
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 چند نکته در مورد ریشه گیری: 

11 اعداد منفی، ریشۀ مرتبۀ زوج ندارند، در واقع در تعریف کادر بالا باید می نوشتیم اگر n زوج باشد، a باید نامنفی باشد!
22 اعداد مثبت، دو ریشۀ مرتبۀ زوج دارند که قرینۀ یکدیگرند.

5± مثال: 25 دارای دو ریشۀ دوم است. 

33 هر عدد حقیقی، یک ریشۀ مرتبۀ فرد دارد که با آن عدد هم علامت است. 
44 تمام ریشه های عدد صفر برابر صفر هستند! به عبارتی ساده تر صفر تنها عددی است که از هر مرتبۀ زوج و فرد فقط یک ریشه دارد، آن ریشه، خود صفر است. 

را بخوانید ریشۀ nاُم a یا فرجۀ nاُم a، در ضمن فرجۀ 2 را نمی نویسیم! n a  55

 تفاوت جذر و ریشه: جذر با ریشه فرق دارد! در واقع جذر یک عدد نامنفی، ریشۀ دوم و نامنفی آن عدد است! ببینید: 

3± 9 اما 9 دارای دو ریشۀ دوم است  3= مثال: جذر 9 می شود 3 و می نویسیم 

 اگر n یک عدد طبیعی بزرگ تر یا مساوی 2 باشد، آن گاه: 
n na a= n 22 فرد باشد:     n na a= n 11 زوج باشد: 

n na a− = −  اگر n یک عدد طبیعی فرد و بزرگ تر از 2 باشد و علامت منفی زیر رادیکال باشد، می توان علامت منفی را از زیر رادیکال خارج کرد:  

nn

n n

n n nn

( a) a
n

( a ) a

n ( a ) ( a) a

 =   = 

 =

⇒

⇒ =

                   
        

    : nn( a) n و  n( a )  تفاوت 

مقایسۀ ریشه هامقایسۀ ریشه ها
�باید�اولاً�پی�ببریم��aبین�کدام�دو�مربع�کامل�متوالی�قرار�گرفته�است.� a برای�پیدا�کردن�مقدار�تقریبی�ریشه�دوم�

اُم کدام  n )n را هم به دست آورد، بدین صورت که باید مشخص کنیم که a بین توان  a )  a اُم n  به همین ترتیب می توان مقدار تقریبی ریشۀ 

اُم بگیریم:  n دو عدد صحیح متوالی قرار گرفته است و در گام بعدی باید از طرفین نامساوی، ریشه 

 nn n nn n nn a , a a a<→< < < < <⇒
Â²H»T¶ cÃdÅ jHkøH

  



□ □ □

 قدرمطلق ها برای زمانی است که n زوج باشد. 

 مقایسۀ ریشه های مختلف یک عدد: 
�باشد،�هر�چه�فرجه�بزرگ�تر�باشد،�حاصل�کوچک�تر�خواهد�بود. a �اگر�1<

a a a a ...> >⇒> >3 41
�باشد،�هر�چه�فرجه�بزرگ�تر�باشد،�حاصل�بزرگ�تر�خواهد�بود. a< <0 �اگر�1

a a a a ...<⇒< < < <3 40 1 �

بود.� خواهد� کوچک�تر� حاصل� باشد،� بزرگ�تر� فرجه� چه� هر� باشد!� فرد� باید� فرجه� باشد،� � a− < <1 0 اگر� �
a a a ...− ⇒< < > >3 51 0 �

a a a ...− ⇒< < <3 51 �باشد،�فرجه�باید�فرد�باشد!�و�هر�چه�فرجه�بزرگ�تر�باشد،�حاصل�بزرگ�تر�خواهد�بود.�� a < �اگر�1−

 مقایسۀ ریشه های مرتبۀ یکسان دو عدد: 
na a> >⇒1 1� ریشه�های�مثبت�هر�عدد�بزرگ�تر�از�یک،�بزرگ�تر�از�یک�هستند.�

na a <⇒< < <0 1 0 1� اگر�عدد�بین�صفر�و�یک�باشد،�ریشه�های�مثبت�آن�نیز�بین�صفر�و�یک�خواهد�بود.�
n na a , a a− < < − < < < − < −⇒ ⇒1 0 1 0 1 1 � در�مورد�اعداد�منفی�نیز،�ریشه�های�مرتبۀ�فرد�وضعیت�مشابهی�دارند.���

زوج باشد

فرد باشد
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 هیچ عددی به جز صفر، 1 و 1- ریشۀ برابر با خودش ندارد.

کار کردن با رادیکال ها کار کردن با رادیکال ها 
m

m
n na a= اگر��aعددی�مثبت�باشد،�برای�هر�دو�عدد�طبیعی��nو��mداریم:��

  ضرب و تقسیم رادیکال ها: 
�اگر�فرجه�ها�یکسان�باشد:�

nn n b ba a× = ��و�
n

n
na

b
a
b

= � رادیکال�های�با�فرجۀ�یکسان�را�می�توان�در�هم�ضرب�یا�بر�هم�تقسیم�کرد.�

b 0≠ راستی تا یادم نرفته، اگر n زوج باشد، a و b باید نامنفی باشند! در ضمن در رابطۀ سمت راستی باید 

�اگر�فرجه�ها�متفاوت�باشد:�دو�راهکار�داریم:�

�رادیکال�ها�را�به�شکل�توانی�می�نویسیم�و�از�خواص�توان�ها�استفاده�می�کنیم.�
m

n m n( a a )= اول�اینکه�با�استفاده�از�تعریف�توان�گویا�

دومین�راهکار،�یکسان�کردن�فرجه�هاست.�فرجۀ�مشترک�ک.م.م�فرجه�هاست.�سپس�باید�فرجۀ�مشترک�را�بر�هر�کدام�از�فرجه�ها�تقسیم�کرده�و�حاصل�
× ×× ×× = × = × = 05 2 5 5 2 10 103 1 5 3 5 1 112 65 5 55 5 5 5 � را�در�توان�عبارت�زیر�رادیکال�ضرب�کنیم.�ببینید:�

 جمع و تفریق رادیکال ها: 
،�در�صورتی�می�توان�رادیکال�ها�را�جمع�و�تفریق�کرد�که�دقیقاً�یکسان�باشند،�در�این�صورت� n n na b a b± = ± در�حالت�کلی�نمی�توان�گفت:�

رادیکال�را�با�ضریبش�جمع�و�تفریق�می�کنیم�نه�زیر�رادیکال�ها�را!

 ورود و خروج رادیکالی:
وقتی�عدد�زیر�رادیکال�را�تجزیه�می�کنیم،�در�عواملی�که�توانشان�بر�فرجه�بخش�پذیر�است،�توان�بر�فرجه�تقسیم�می�شود�و�عدد�توان�دار�حاصل�از�زیر�

n nn m ma b a b× = رادیکال�بیرون�می�آید.��

) a �فردیا�زوج�و0< n ( nn nn na a a aa+ = × =1 در�ضمن�اگر�توان�بزرگ�تر�از�فرجه�بود،�توان�را�تفکیک�کنید.��
n nn a ba b = × � و�اگر�بخواهیم�عددی�را�زیر�رادیکال�ببریم،�باید�آن�را�به�توان�فرجه�برسانیم.�

در�این�حالت،�توجه�داشته�باشید�که�منفی�پشت�رادیکال�با�فرجۀ�زوج�بیرون�می�ماند�و�حق�ورود�ندارد!

− = − × = −2 23 5 3 5 45 برای�مثال:�

 قانون ضرب فرجه ها: 
m n n m n m mn mna ( a ) (a ) a a= = = =

1 1 1 1
� فرجه�های�زیر�هم،�در�هم�ضرب�می�شوند،�همین!�ببینید:��

 چند نکته در مورد ساده کردن فرجه با توان: 
n na a= 11 اگر توان و فرجه فرد باشند، هیچ محدودیتی نداریم. با خیال راحت این کار را انجام دهید!  

6 318 612 4 3 4a a a× ×= = می توان توان و فرجه را تجزیه و عوامل فرد آن ها را ساده کرد بدون ترس! برای مثال:  

n na a=  اما! اگر توان و فرجه زوج باشند، پای قدرمطلق به ماجرا باز می شود.  

توجه داشته باشید، اگر توان و فرجه را تجزیه کردیم و قسمت زوج از آن ها را با هم ساده کردیم، باز هم قدرمطلق لازم داریم، فقط اگر پس از ساده کردن، 

توان زوج باقی بماند، به کار بردن قدرمطلق و توان زوج، کاری است بس بیهوده!

 nn( a) a=             n na a= در صورت زوج بودن n، مواظب باشید:  

)nn وجود ندارد.  a) n یا  na اما در فرجه  های فرد فرقی میان 
mpm n npa a= 22 یک عدد دلخواه را می توان در فرجه و توان ضرب کرد. ببینید:  
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اتحادهااتحادها
مفهوم‌اتحاد:‌اتحاد�جبری،�تساوی�بین�دو�عبارت�جبری�است�که�به�ازای�تمام�مقادیر�مجاز�برای�متغیرهایشان�برقرار�است.�

 اتحاد مربع دوجمله ای: 

b( ab) ba a= + ++ 2 22 2b( ab) ba a= − +− 2 22 2

نتایج

b

a b

a b

(a b) (

(a b

a b)

(a b

a

) (a b

) ab

(a b) b

a b

) a

+

+

+ + −

+ −

− +

+

+

=

=

=

=− −

2 2

2 2

2 22

2 2

2

2

2

2

2

2 2

4

 اتحاد مربع سه جمله ای: 

c(a a b c ab a bb c) c+ + ++ + = + +2 2 22 2 2 2c(a a b c ab a bb c) c+ + +− − = − −2 2 22 2 2 2

 اتحاد مزدوج: 

(a b)(a b a b)− + = −2 هر�وقت�دو�عبارت�مزدوج�دیدید�یا�تفاضل�دو�جمله�با�توان�های�زوج،�مزدوج�بزنید.�2

 اتحاد مکعب دوجمله ای: 

a(a a b a bb) b+ ++ = +3 2 2 33 3 3a(a a b a bb) b− −− = +3 2 2 33 3 3

اینجوری�هم�بلد�باشید.
(a b)

(

a ab(a b) b

ab ab(a b) ba )

+

−

+ + +

− −

=

= −

3 3

3 3

3

3

3

3

نتایج
)

a (a b) ab(a b)

(a b)b ab(a b

b

a

+ + − +

− +

=

− −=

3 3

3

3

3 3

3

3

 اتحاد چاق و لاغر )فیل و فنجان(

(a b)(a ab ) bb a+ − +=+ 2 32 3(a b)(a ab ) bb a− + −=+ 2 32 3

رادیکال مرکبرادیکال مرکب
در�مورد�رادیکال�مرکب�دو�قانون�زیر�را�بلد�باشید:�

: A B± فرم‌
برای�ساده�کردن�عبارت�های�رادیکالی�به�این�فرم�باید�عبارت�زیر�رادیکال�را�به�کمک�اتحاد�مربع�دوجمله�ای�به�صورت�مربع�کامل�نوشته�و�آن�را�از�

زیر�رادیکال�خارج�کنیم:�

A B X Y (X Y A,XY B)± = ± + = =2
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 قانون رادیکال مرکب: 

�داریم:� a b± aدر�عبارت� c a ca b , c a b+ −
± = ± = −2

2 2

a)3 برود.  b)±  اگر رادیکال مرکب شامل فرجۀ 3 باشد، ذهنمان باید سمت تشکیل اتحاد مکعب دوجمله ای یعنی

تکنیک های تجزیه تکنیک های تجزیه 
برای�تجزیۀ�عبارت�های�جبری�چند�نکته�و�ایدۀ�زیر�را�به�خاطر�داشته�باشید:�

فاکتورگیری:فاکتورگیری:�وقتی�چند�عامل�با�هم�جمع�و�تفریق�شده�اند�و�در�شکل�تجزیه�شده�آن�عامل�مشترکی�دیدیم،�از�آن�عامل�فاکتور�می�گیریم.�
دسته بندی جملات: دسته بندی جملات: گاهی�دو�یا�چند�جمله�یک�عامل�مشترک�دارند�و�بقیۀ�جملات�عامل�مشترک�دیگری.�بعد�از�فاکتورگیری�ممکن�است�عامل�

مشترک�جدید�مشاهده�شود.�
کم و اضافه کردن و شکستن جملات: کم و اضافه کردن و شکستن جملات: گاهی�برای�دیدن�عامل�مشترک�لازم�است�یک�جمله�را�بشکنیم�و�یا�جملۀ�جدید�را�اضافه�و�کم�کنیم.

 استفاده از اتحادها:  استفاده از اتحادها: برای�تجزیۀ�عبارت�های�جبری،�اتحادها�را�از�سمت�راست�به�چپ�بکار�می�بریم.�اتحادهای�جمله�مشترک،�مزدوج�و�چاق�و�لاغر�
بیشترین�کاربرد�را�دارند.�

گویا کردن مخرجگویا کردن مخرج

در�گویا�کردن�معمولاً�با��3حالت�زیر�مواجه�می�شویم:
m mm n m n

m mn m n

− −

−
× =

1  



 

رادیکال تنها: رادیکال تنها:    

رادیکال های مزدوج خور:رادیکال های مزدوج خور:�اگر�در�مخرج،�یک�رادیکال�با�فرجۀ�زوج،�با�عدد�یا�رادیکالی�دیگر�با�فرجۀ�زوج�جمع�یا�تفریق�شده�بود،�برای�گویا�کردن،�
صورت�و�مخرج�را�در�مزدوج�مخرج�ضرب�می�کنیم.�

رادیکال های چاق و لاغرطلب:رادیکال های چاق و لاغرطلب:�اتحاد�چاق�و�لاغر�را�در�ذهنتان�مجسم�کنید!�اگر�در�مخرج�قسمت�چاق/�لاغر�را�دیدیم،�برای�گویا�کردن،�صورت�و�مخرج�
را�در�لاغر/چاق�آن�عبارت�ضرب�و�تقسیم�می�کنیم.�همین!

برای�گویا�کردن�مخرج�بعضی�از�کسرها،�گاهی�لازم�است�چندین�مرحله،�صورت�و�مخرج�را�در�عبارت�های�مختلف�ضرب�کنیم�تا�رادیکال�های�مخرج�
ساده�شوند.�

عبارت های گویا عبارت های گویا 
عبارت�هایی�به�صورت�کسرهایی�با�صورت�و�مخرج�چندجمله�ای،�گویا�هستند!

کسرهای�گویا�به�ازای�تمام�مقادیر�حقیقی�تعریف�شده�اند،�به�جز�مقادیری�که�مخرجشان�را�صفر�می�کنند.�
چندجمله�ای�ها�هم�کسرهایی�با�مخرج��1هستند،�پس�گویا�محسوب�می�شوند.�

در�عبارت�های�گویا�نباید�متغیر�زیر�رادیکال�باشد!�عدد�ثابت�یا�ضریب�عددی�اشکال�ندارد�زیر�رادیکال�باشد.�
ضرب عبارت های گویا:ضرب عبارت های گویا:�برای�ضرب�عبارت�های�گویا،�صورت�ها�را�در�هم�و�مخرج�ها�را�در�هم�ضرب�می�کنیم.�

تقسیم عبارت های گویا: تقسیم عبارت های گویا: کسر�اول�را�در�معکوس�کسر�دوم�ضرب�می�کنیم!�)یا�همان�دور�در�دور،�نزدیک�در�نزدیک�انجام�می�دهیم(�
جمع و تفریق: جمع و تفریق: از�دوران�ابتدایی�به�یاد�داریم�که�برای�جمع�و�تفریق�مخرج�مشترک�که�همان�ک.م.م�است،�می�گیریم.��

ک.م.م: ک.م.م: برای�این�کار�ابتدا�عبارت�ها�را�تجزیه�می�کنیم.�سپس�هر�عامل�را�با�بیشترین�توانش�انتخاب�می�کنیم�و�در�عامل�های�غیرمشترک�ضرب�
می�کنیم.�

حاصل�ضرب�این�عوامل�انتخاب�شده،�ک.م.م�می�دهد.�
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تعریف مجموعهتعریف مجموعه
به قول متن کتاب »ریاضی سال نهم«: 

ما از مجموعه در ریاضی برای بیان و نمایش دسته ای از اشیاء )عضویت این اشیاء در مجموعه کاملًا معین باشد( متمایز )غیرتکراری( استفاده می کنیم.
معمولاً مجموعه ها را با حروف بزرگ نمایش می دهیم. 

مثال: »دانش آموزان کلاس دوازدهم تجربی مدرسه شما« یک مجموعه است!
مثال: »پنج عدد صحیح زوج« بیانگر یک مجموعه نیست. چرا؟ چون »عضویت اشیاء در مجموعه کاملًا معین نیست!«
 مجموعه ها را می توان با استفاده از منحنی ها یا خط های شکستۀ بسته نمایش داد، که به آن نمودار ون می گویند. 

} با استفاده از نمودار ون به صورت مقابل است:  }, , ,1 2 3 4 مثال: مجموعۀ 

b) و می خوانیم )b عضو A است(.  A)∈  اگر b متعلق به مجموعۀ A باشد، آ نگاه می نویسیم 
A) و می خوانیم )A زیرمجموعۀ B است(.  B)⊆  اگر هر عضو مجموعۀ A در مجموعه ای مثل B هم موجود باشد می نویسیم 

هر مجموعه، زیرمجموعۀ خودش محسوب می شود!
برای درک بهتر »عضو« و »زیرمجموعه« به مثال زیر توجه کنید. 

n2 زیرمجموعه است.   هر مجموعۀ n عضوی دارای 

 در نمایش مجموعه ها، ترتیب نوشتن عضوهای مجموعه، مهم نیست و با جابه جایی عضوهای یک مجموعه، مجموعۀ جدیدی ساخته نمی شود، 

} را نوشت. }3,4 مجموعه  { }3,3,4 همچنین با تکرار عضوهای یک مجموعه، مجموعه جدیدی ساخته نمی شود. به عنوان مثال می توان به جای مجموعه 

} نمایش می دهند.  } ∅ و   مجموعه تهی: مجموعه ای که در آن هیچ عضوی وجود ندارد را مجموعه تهی گویند و آن را با نمادهای 

} که شامل یک عضو است، تهی محسوب نمی شود.  }∅  توجه داشته باشید که مجموعۀ 
∅ زیرمجموعۀ تمام مجموعه ها است.   

مجموعه های مهم و پرکاربرد در ریاضیات عبارتند از: 

{ }, , ,...= 1 2 3 }مجموعۀ اعداد طبیعی:  }, , , ,...= 01 2 3 مجموعه اعداد حسابی: 
با اضافه کردن عدد صفر به مجموعۀ اعداد طبیعی به دست می آید.

{ }..., , , , , , ,...= − −2 101 2 3
مجموعه اعداد صحیح: 

با اضافه کردن قرینۀ اعداد طبیعی به اعداد حسابی به دست می آید.

m{ : m n , n }
n

= ∈ ≠ » 0 مجموعۀ اعداد گویا: 

اعداد کسری با صورت و مخرج صحیح و مخرج غیر صفر!

مجموعۀ اعداد گنگ )غیرگویا(: اعدادی که نتوان آن ها را به صورت کسری 
نمایش داد و اعشار آن ها تا بی نهایت بدون تکرار و نظم خاصی جلو می رود 

..., ,π 3 ′ نمایش می دهند. مانند: 
 و آن را با نماد 

مجموعۀ اعداد حقیقی: تمام اعداد گویا و گنگ را گویند!

 مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و تقسیم دو عدد گویا، عددی گویا است! )البته در تقسیم، بر عددی غیرصفر مدنظر است.(

در مورد دو عدد گنگ نمی توان چنین اظهارنظری کرد. 

همچنین می توان گفت حاصل جمع هر عدد گویا با هر عدد گنگی، قطعاً و همواره عددی است گنگ!

⊆ ⊆ ⊆ ⊆    بدیهی است که: 

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} دو مجموعه در صورتی مساوی اند که اعضای یکسان داشته باشند.  } { } ,, , β = α



⇒ α = β =

θ =

44 7 7

6

مجموعه های متناهی و نامتناهیمجموعه های متناهی و نامتناهی
انواع مجموعه از نظر تعداد اعضا به دو دستۀ زیر تقسیم بندی می شوند: 

11 مجموعه متناهی: مجموعه ای که تعداد اعضای آن عددی حسابی باشد، مثلًا تعداد دانش آموزان کلاس شما!
22 مجموعه نامتناهی: مجموعه ای که تعداد اعضای آن از هر عددی که در نظر بگیریم بزرگ تر است. مثلًا مجموعه اعداد گویا!!

 تعداد اعضای برخی از مجموعه های متناهی ممکن است بسیار زیاد باشد، با این حال با داشتن امکانات لازم و صرف وقت کافی ممکن است بتوان 

تعداد آن ها را به دست آورد. 

 مجموعۀ تهی، مجموعه ای متناهی می باشد!

 تمامی مجموعه های اعداد گنگ، گویا، حقیقی، حسابی، طبیعی و .... مجموعه هایی نامتناهی محسوب می شوند. 
 : A B⊆  اگر داشته باشیم 

الف( اگر A نامتناهی باشد، B نامتناهی است.      ب( اگر B متناهی باشد، A متناهی است. 

اعمال روی مجموعه هااعمال روی مجموعه ها
دو مجموعۀ A و B را در نظر بگیرید: 

 .B وجود داشته باشند و هم در مجموعۀ A عضوهایی که هم در مجموعۀ : (A B) اشتراک 

: عضوهایی از مجموعۀ A که در مجموعۀ B حضور نداشته باشند.  (A B)− تفاضل 

(A B A (A B))− = −   به زبانی ساده تر می توان گفت که باید عضوهای مشترک A و B را از A حذف کرد. 

راستی B - A به صورت مقابل خواهد بود.  

: تمام عضوهایی که در مجموعۀ A یا مجموعۀ B یا در هر دو مجموعه عضویت داشته باشند.  (A B) اجتماع 

A B A
A B B
A B

 =


=
 − = ∅





 اگر مجموعۀ A زیرمجموعۀ B باشد، داریم:  

از سه زیرمجموعه تشکیل شده است. ببینید:  (A B)  اجتماع A و B یعنی 

برای اجتماع، »قیمه ها رو بریزید تو ماستا!« یعنی همه رو باهم قاتی کنید!
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 اگر اشتراک دو مجموعه تهی باشد، آن دو مجموعه را مجزا یا جدا از هم گویند. 

»یا« متناظر با اجتماع، »و« متناظر با اشتراک است. )در فصل احتمال خیلی خیلی با این نکته مواجه خواهید شد!(

بـازهبـازه
زیرمجموعه ای از اعداد حقیقی که مشخص کنندۀ یک قطعه از محور اعداد حقیقی باشد را »بازه« می گویند. 

گاهی به جای واژه »بازه« از واژۀ »فاصله« استفاده می کنیم. 
بازه ها نوعی مجموعه محسوب می شوند، از نوع نامتناهی. )به شرط اینکه سرو ته بازه یکی نباشد.( 

بازه ها، حالت های مختلفی دارند که برای مراعات حال شما/ جناب عالی )عه!! زشته ... لیدیز فرست!( تمامی این حالت ها را در جدول زیر برایتان آورده ایم. 
)امید است مقبول افتد...(

بازهنمایش مجموعه اینمایش هندسی

{ }x a x b∈ ≤ ≤[ ]a,b

{ }x a x b∈ < <( )a,b

{ }x a x b∈ ≤ <
[a, b)

{ }x a x b∈ < ≤
(a, b]

{ }x a x∈ ≤[a, )+∞

{ }x a x∈ <

(a, )+∞

{ }x x b∈ ≤
( , b]−∞

{ }x x b∈ <
( , b)−∞

 در تمامی حالت های فوق فرض را بر آن گرفته بودیم که a کوچک تر از b باشد. )b و a عددهایی حقیقی هستند!(

b است.  a− ، طول بازه  (a,b]  در بازه ها، اختلاف طول نقطۀ انتها و ابتدا، طول بازه نام دارد، یعنی در بازه ای مانند 

( , ) , (0, ) , ( ,0)+ −= −∞ +∞ = +∞ = −∞    بهتر از من می دانید که:   

( را نیم باز گویند.  ) و   ) را باز و بازه هایی به فرم  )  را بسته، بازه هایی به فرم    بازه هایی به فرم 

( )a,a , a,a a= ∅   =   این دو تا رُ واسه خودم میگم! )می دونم که شما بلدین!(:   

 حالت هایی مانند  بازه نیستند!!! اینها اجتماع دو بازه اند. 
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مجموعۀ مرجع و متمم مجموعه مجموعۀ مرجع و متمم مجموعه 
مجموعۀ مرجع: در هر مبحث، مجموعه ای را که همۀ مجموعه های مورد بحث، زیر مجموعه آن باشند، مجموعۀ مرجع می نامیم و آن را با U نشان می دهیم. 

U را متمم A می نامیم و آن را با نماد  A− ، آن گاه مجموعۀ  A U⊆ مجموعۀ متمم: هرگاه U مجموعۀ مرجع باشد و 
′A نمایش می دهیم. 

′A شامل عضوهایی از U است که در مجموعۀ A نیستند. ببینید:  به عبارتی می توان گفت که 

 U , U , (A ) A , A A U , A A′ ′ ′ ′ ′ ′= ∅ ∅ = = = = ∅   در رابطه با متمم:     

A B A B A (A B)′− = = −   تفاضل:  
(A B) A B , (A B) A B′ ′ ′ ′ ′ ′= =     قوانین دمورگان: )برعکس کن!(         
A B B A′ ′⊆ ⇔ ⊆  همچنین به خاطر بسپارید که:                 

بیشتر بدانیم: برای کم نیاوردن در کنکور، دیدن این چند نکته هم خالی از لطف نیست: 

 11  A (A B) A , A (A B) A= =   

 22  A (A B) (A A ) (A B) U (A B) A B′ ′= = =       

 33  A (A B) (A A ) (A B) (A B) A B′ ′= = ∅ =       

 44  A (B C) (A B) (A C)=    

 55  A (B C) (A B) (A C)=    

تعداد اعضای اجتماع دو مجموعهتعداد اعضای اجتماع دو مجموعه
n(A) نشان می دهیم.  تعداد اعضای مجموعۀ متناهی A را با نماد 

تعداد عضوهای اجتماع دو مجموعۀ A و B از رابطۀ زیر به دست می آید: 
n(A B) n(A) n(B) n(A B)= + − 

  
می دونید چرا اینجوری شد؟ 

شکل مقابل را ببینید: 
A) را دوبار شمارش کردیم! پس یکبارش رو حذف می کنیم. B) برای شمارش تعداد اعضای اجتماع، تعداد اعضای 

 تعداد اعضای اجتماع دو مجموعۀ جدا از هم: 

 دو مجموعۀ A و B را که هیچ اشتراکی با هم ندارند، مجزا یا جدا از هم می گویند. 

پس برای دو مجموعه جدا از هم A و B می توان نوشت: 
(A B n(A B) )n(A B) n(A) n(B) n(A B) n(A B) n(A) n(B)=∅⇒ == + − = +→0 

  

 

همچنین در مورد دو مجموعه جدا از هم به خاطر بسپارید که: 
(A B n(A B) )n(A B) n(A) n(A B) n(A B) n(A)=∅⇒ =− = − − =→0 



 

n(A) n(A ) n(A A ) n(U)′ ′+ = = ′A دو مجموعۀ جدا از هم هستند، پس داریم:                            می دانیم که A و 

n(A B) n(A B) n(A B) n(B A)= − + + −  B دو به دو مجزا از هم محسوب می شوند، پس:    A− و  A B  ،B A− همچنین مجموعه های 

n(A B) n(B A) n(A) n(B) 2n(A B)− + − = + −  تعداد اعضایی که فقط در یکی از مجموعه های A یا B قرار دارند:                                    

n(A B) n(A) n(A B)− = −  تعداد اعضایی که فقط در مجموعۀ A عضویت دارند:                                                                                          

n(A B ) n(A B) n(U) n(A B)′ ′ ′= = −   تعداد اعضایی که در هیچ یک از دو مجموعۀ A و B قرار ندارند:               

n(A B ) n(A B) n(A) n(A B)′ = − = −  همچنین بدانید:   

n(A B) n(A B ) n(U) n(A B)
n(A B) n(A B ) n(U) n(A B)

′ ′ ′= = −
′ ′ ′= = −

  

  

یکم دمورگان ببینیم:     
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معرفیمعرفی

تعریف الگو:  به طور کلی، الگو یک ساختار منظم از شکل ها، تصاویر، نمادها و یا اعداد است که ممکن است تکرارشونده یا رشدکننده یا ترکیبی از 
این دو باشند. 

تعریف دنباله: هر تعداد عدد که پشت سرهم قرار می گیرند یک دنباله را تشکیل می دهند که به این اعداد، جملات دنباله می گوییم. جمله اول 
nt نمایش می دهیم. توجه داشته باشید که ممکن است جملات یک دنباله  امُ آن را با n t2 و به همین ترتیب جمله ، جمله دوم را با t1 دنباله را با 

فاقد الگو باشند. 
جملۀ عمومی الگو یا دنباله: جمله عمومی الگو یا دنباله در واقع ساختار جمله های آن را نشان می دهد و 

به کمک آن می توان مقدار هر یک از جملات الگو یا دنباله را به دست آورد.
به عنوان مثال، الگوی مقابل را در نظر بگیرید، می خواهیم هر شکل را با شکل بعدی مقایسه کرده و با توجه 

به تغییر شکل در هر مرحله، رابطه ای را بین آن ها بنویسیم.

n...321)n( شمارۀ شکل

( )n3 2+...( )3 3 2+( )3 2 2+( )3 1 تعداد دایره ها+2

nt n3 2= +...t3 11=t2 8=t1 جملات دنباله=5

الگو و دنباله خطی: الگو و دنباله خطی: 11
به الگو ها و دنباله هایی که اختلاف هر دو جمله متوالی در آن ها عددی ثابت باشد، الگو یا دنباله خطی می گوییم و جمله عمومی آن ها به صورت 

 )a همون( n است. توجه کنید که در جملۀ عمومی دنباله خطی، ضریب { }n a,bt a b; n,n ∈ ∈= +  

اختلاف بین جملات متوالی در دنباله خطی است که به آن قدرنسبت دنباله خطی می گوییم. 

, است که در آن هر جمله نسبت  , , , ,...3 1 1 3 5− − − nt جمله عمومی یک دنبالۀ خطی باشد، جملات آن به صورت  n2 5= − + به عنوان مثال، اگر 
به جمله قبل از خودش 2 واحد کاهش یافته است، ببینید: 

همانطور که می بینید، اختلاف جملات متوالی در این دنباله، همان ضریب n  در جمله عمومی دنباله است.

الگو و دنباله درجه دومالگو و دنباله درجه دوم
به الگوها ودنباله هایی که میزان اختلاف جملات متوالی در آن ها ثابت نبوده و اختلاف جملات متوالی، خودشان 
صورت  به  آن  عمومی  جملۀ  که  می گوییم  دوم  درجه  دنباله  یا  الگو  بدهند،  خطی  دنبالۀ  یک  تشکیل 
na دنبالۀ اختلافِ جملات  nt دنباله درجه دوم و  nt است. به عبارت دیگر، اگر  an bn ; (a )c2 0= + ≠+

na دنباله ای خطی با قدرنسبت d است.  متوالی آن باشد، در این صورت 
صورت  به  آن  جملات  باشد،  دوم  درجه  دنباله  یک  عمومی  جمله   ، nt n n22 1= − + اگر  مثال،  عنوان  به 

, است و داریم:  , , ,...2 7 16 29

, هستند که خودشان تشکیل یک  , ,...5 9 13 همانطور که می بینید، اختلافِ جملات متوالی این دنباله به صورت 
دنبالۀ خطی با قدرنسبت 4 می دهند. 

1 در واقع دنباله خطی، نوعی دنباله حسابی است که در ادامه به کمک دنباله حسابی و قوانین آن می توان به سوالات این قسمت نیز پاسخ داد.
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نحوه به دست آوردن جمله عمومی یک دنباله درجه دوم: 
nt است، حال برای به دست آوردن ضرایب مجهول a، b و  an bn c;(a )2 0= + + ≠ می دانیم که جمله عمومی یک دنباله درجه دوم به صورت 

c به روش زیر عمل می کنیم: 
( را به دست آورده و آن را نصف می کنیم.  na   برای به دست آوردن ضریب a، اختلافِ اختلاف های جملات متوالی دنباله )همان قدرنسبت دنباله خطی 

c استفاده می کنیم.  t (a d)1 1= − −   برای به دست آوردن ضریب c، از رابطه 
nt جایگذاری می کنیم.    در نهایت، برای به دست آوردن ضریب b، یکی از جملات دنباله )معمولاً جمله اول( را در جمله عمومی 

 دو نوع خاص از الگوی درجه دوم وجود دارند که در جدول زیر آن ها را به شما معرفی می کنیم: 

جمله عمومیتوضیحدنبالهالگوی هندسینوع

مربعی

4321

2(4)2(3)2(2)1

تعداد دایره ها در هر شکل، با ...,1,4,9,16
مربع شماره آن شکل برابر است.

= 2
nt n

مثلثی
4321

+ + +1 2 3 4+ +1 2 3+1 21

1,3,6,10,...
تعداد دایره های اضافه شده در 
هر شکل نسبت به شکل قبل با 

شماره آن شکل برابر است.

+
=n
n(n 1)t

2

 با توجه به الگوی مثلثی، می توان به نتایج زیر رسید: 

: مجموع اعداد طبیعی +
+ + + + + =

n(n 1)1 2 3 4 ... n
2

: مجموع اعداد فرد + + + + − = 21 3 5 ... (2n 1) n

: مجموع اعداد زوج   ( )+ + + + = +2 4 6 ... 2n n n 1  

دنباله بازگشتی دنباله بازگشتی 
به طور کلی به دنباله ای که در آن، هر جمله )به غیر از جمله اول( براساس جملۀ قبلی اش به دست می آید، دنباله بازگشتی می گوییم. 

na یک جمله جلوتر  1+ ، دو جمله متوالی از دنباله بوده و  na na و  1+ n را در نظر بگیرید. می دانیم که  na a ;a1 12 1 1+ = + = به عنوان مثال، دنباله 
na است، پس طبق این رابطه می توان فهمید که هر جمله، از دو برابر جمله قبلیِ خودش یک واحد بیشتر است. از طرفی، می دانیم که جمله اول  از 

،  پس جملات این دنباله به صورت زیر به دست می آیند:  (a )1 1= این دنباله برابر 1 است 

n n

a

a

a

n a a a ( )

n a a a ( )a a
n a a a ( )

1

2

3

1 1 1 2

2 1 2 31
3 1

1

3

3

7
4

1 2 1 2 1 1 3

2 2 1 2 3 1 72 1
3 2 1 2 7 1 15

=

=
+

+
=

+

+

⇒ →

⇒ →⇒
⇒ 

 = = + = + =
 = = + = + == + 
 = = + = + = →







 

- دنبالۀ حسابی
- دنبالۀ هندسی 

- دنبالۀ فیبوناتچی
- معروف ترین دنباله های بازگشتی 1  

دنبالۀ فیبوناتچی: این دنباله، یک دنباله بازگشتی است که در آن جملات اول و دوم برابر 1 بوده و از جمله سوم به بعد، هر جمله با مجموع دو جمله 

قبلی خودش برابر است. 

nدنباله فیبوناتچی n na a a ; a a2 1 1 2 1+ += + = =




, , , , , , ...1 1 2 3 5 8

1 دنباله های حسابی و هندسی را به طور مفصل در بخش های بعدی مورد بررسی قرار می دهیم.
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تعریفتعریف
دنبالۀ حسابی، همان الگوی خطی است، به عبارت دیگر دنبالۀ حسابی نوعی از دنبالۀ بازگشتی است که در آن، هر جمله )به جز جمله اول( با اضافه 
شدن یک عدد ثابت به جمله قبل از خودش به وجود می آید، که آن عدد ثابت را قدر نسبت دنباله می نامیم و آن را معمولاً با نماد d نمایش می دهیم.

، یک دنبالۀ حسابی است که در آن هر جمله )به جز جملۀ اول( با اضافه شدن عدد 2 به جملۀ قبلی اش به  , , , , ,− −3 1 1 3 5 به عنوان مثال، دنباله
دست می آید که در این جا، عدد 2 همان قدر نسبت دنباله است. ببینید:       

قدر نسبت(     : d = 2 (                                                                                 

جملۀ عمومی دنبالۀ حسابیجملۀ عمومی دنبالۀ حسابی
d نمایش دهیم، داریم: اگر در یک دنبالۀ حسابی، جملۀ اول را باa1 و قدر نسبت را با

بنابراین جملۀ nامُ یک دنبالۀ حسابی که همان جملۀ عمومی آن می باشد، به صورت زیر تعریف می شود:
=a جملۀ اول 1 

na a (n )d= + −1 1 جملۀ nامُ                                              na=  
شمارۀ جمله  n=  

=d قدر نسبت  

, را تشکیل دهیم:    , , ,1 4 7 10مثال: می خواهیم که جملۀ عمومی دنباله

جملۀ اول این دنباله برابر 1 و قدر نسبت آن نیز برابر 3 است، پس:
 

 n n na a (n )d a (n )(
a

a n
d

)= + − =


⇒ ⇒ ⇒
=

= −


− +
=

1
1 1 1

3
3 3

1
1 2

 همان طور که می بینید، جملۀ عمومی یک دنبالۀ حسابی، یک عبارت درجه اول )خطی( است. 

به عنوان مثال: اگر بخواهیم جملۀ سی ویکم این دنباله را به دست بیاوریم، کافی است که در جملۀ عمومی این دنباله به جای n، عدد 31 را قرار 

 n
na n a ( ) a a== − = − = − = = ⇒ ⇒→ 31 3 3

3
1

1
13 2 3 31 2 93 2 91 91 دهیم:  

قدر نسبت دنبالۀ حسابیقدر نسبت دنبالۀ حسابی
11 اگر جملۀ عمومی دنبالۀ حسابی را به صورت زیر بنویسیم، در این صورت جملۀ عمومی دنباله به شکل یک عبارت درجه اول )خطی( به فرم

na تبدیل می شود که در آن ضریب n، همان قدر نسبت دنباله است، ببینید: An B= +

 n n na a (n )d a a nd d da n (a d)

¾²ILº j SLvº nk¤

↓
= + − = + − = −⇒ +⇒1 1 11

 
d n= = −

1
2

KÄoò

، داریم:   na n= − +
1 1
2

مثال: در دنبالۀ

۱

جمله عمومی دنباله حسابیتعریف

جملات مشترک دو دنباله حسابیدرج m واسطه حسابیدنباله حسابی و مثلث قائم الزاویهیک ویژگی مهم در دنباله حسابی

قانون اندیس هاواسطه حسابیقدر نسبت دنباله حسابی
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na دو جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی باشند، در این صورت تفاضل این دو جمله، همان قدر نسبت دنباله است. به عبارت دیگر  na و1− 22 اگر
n بیانگر یک دنبالۀ حسابی باشد: na ,a ,a , ,a ,a−1 2 3 1 اگر دنبالۀ 

d a a= −2 1
d a a= −3 2


n nd a a −= − 1

، قدر نسبت دنباله برابر است با: , , , ,− − − − 

2 7 5 13
3 6 3 6

مثال: در دنبالۀ حسابی
 d ( ( ) ( ) ( )= − = − − − = −

7 2 1
6 3 2

³»j ¾±µ]) ­»H ¾±µ]

 d ( ( ) ( ) ( )= − = − − − = −
5 7 1
3 6 2

³¼w ¾±µ]) ³»j ¾±µ] یا این که:  

ma دو جملۀ غیرمتوالی از یک دنبالۀ حسابی باشند در این صورت برای به دست آوردن قدر نسبت دنباله از رابطۀ زیر استفاده می کنیم: na و 33 اگر

m naa
m

d
n

−
=

−

a باشد در این صورت قدر نسبت دنباله برابر است )لزوماً نباید m ازn  بزرگتر باشد.( =16 117 a و =4 مثال: در یک دنباله حسابی، اگر21

  m

n

a a m
a a n




= = =
= = ⇒ =

⇒16

4

117 16
21 4      m n a aa ad d d d

m n
−− −

= = = = =
− −

⇒ ⇒ ⇒16 4 117 21 8 8
16 4 12

44 برای تشخیص نوع دنبالۀ حسابی )صعودی، نزولی و یا ثابت( به کمک علامت قدرنسبت، داریم:

علامت قدر نسبتنوع دنباله حسابیترتیب جملاتنمونه

 , , , ,2 5 8 11  (d )= 3 na a a< < <1 d صعودی )افزایشی(2 >0

 , , , ,−6 3 0 3   (d )= −3 na a a> > >1 d نزولی )کاهشی(2 <0

 , , , ,4 4 4 4   (d )=0 na a a= = =1 d ثابت )هم صعودی و هم نزولی(2 =0

واسطۀ حسابی )میانگین حسابی(واسطۀ حسابی )میانگین حسابی(
b را واسطۀ حسابی )میانگین حسابی( a و c می گوییم و داریم: ,a به ترتیب سه جملۀ متوالی یک دنبالۀ حسابی باشند، در این صورت b ,c اگر

b ca +
=

2
 b +

= = =
25 17 42 21

2 2
مثال: واسطۀ حسابی بین دو عدد 17 و 25 برابر است با:  

، سه جمله از یک  pn ma ,a ,a  اگر فاصلۀ بین جملات یک دنبالۀ حسابی با هم برابر باشند نیز می توان از رابطۀ بالا استفاده کرد به عبارت دیگر اگر

دنبالۀ حسابی باشند، به طوری که فاصلۀ بین سه جمله با هم برابر باشد، در این صورت داریم:

n
m

p
2

a
a

a+
=

 

قانون اندیس هاقانون اندیس ها
در مسائلی که مجموع دو یا چند جمله از دنبالۀ حسابی را در اختیار داشته باشیم، می توانیم به کمک قانون اندیس ها به جای مجموع این جملات، 

مجموع چند جملۀ دیگر از دنباله را قرار دهیم.
m باشد، در این صورت: pn q+ = + ، جملات یک دنبالۀ حسابی هستند، اگر mq npa a a a» , , فرض کنید

qm n pm n p q aa aa+ = + ⇔ + = +

البته به شرطی که:
 جمع اندیس جملات سمت چپ تساوی با جمع اندیس جملات سمت راست، با هم برابر باشند. 
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 تعداد جملات هر دو طرف تساوی با هم برابر باشند. 

a را داشته باشیم، می خواهیم ببینیم به جای آن، مجموع چه جمله های دیگری را می توان نوشت: a+3 7 مثال: فرض کنید در سوالی

a a a a+ = ++ +3 7 4 6
3 7 4 6

                                 a a a a+ = ++ +3 7 2 8
3 7 2 8

             
 a a a a a+ = ++ + =3 7 5 5 5

3 7 5 5 2                          a a a a+ = ++ +3 7 1 9
3 7 1 9

حالا تو بگو به جای a3+a7، جمع کدوم دو جملۀ دیگه رو میشه نوشت ) (  

k برابر تعداد جمله ها باشد در این صورت می تونیم به جای  حال اگه جمع n تا جمله از دنبالۀ حسابی رو داشته باشیم و جمع اندیس این  جمله ها
ka رو قرار بدیم.  جمع این n تا جمله، n برابر

( یه مثالمون نشه؟؟   من که نفهمیدم چی شد! )

a رو داشته باشیم، همون طور که می بینید، جمع اندیس این سه تا جمله 15 میشه )5 برابر 3 تا  ,a a8 5 2, مثال: فرض کنید جمع سه تا جملۀ
a5 رو قرار بدیم. (، پس می تونیم به جای جمع این 3 تا جمله، 3 برابر n = 3 k و = 5 جمله مون یعنی

 

n k

n

a a a a a a a
, nk

=
=

+ + = ×+ +
=

+ + =


2 5 8 5 5
3

5 5
3

2 5 8 5 3 3
5

یه مثال دیگه ...  

 n
k

n

k
a a a a a a a a a a

n
a

, =

+ + + + = ×+
=

+ + + + + + + =
=

1 3 4 5 7 4 4 4
5

4 4 4
5

1 3 4 5 7 4 5
4

5


 ) یکی دیگه )

 

n k

n

k
a a a a

n
a a a a a

,
=

=
+ + + = ×+ + + + + + =

= 

2 4 7 11 6 6 6
4

6 6
2 4 7 11 6 4 4
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فقط بازم یادآوری کنیم که تعداد جمله های هر دو طرف تساوی باید با هم برابر باشه.

یک ویژگی مهم در دنبالۀ حسابییک ویژگی مهم در دنبالۀ حسابی
در برخی از سؤالات مربوط به دنبالۀ حسابی، اطلاعاتی دربارۀ مجموع، حاصل ضرب و ... جملات دنباله به ما می دهند و خواسته ای را مطرح می کنند. 

در این گونه مواقع با توجه به متوالی یا غیرمتوالی بودن این جملات، باید این جمله ها را نوشته و اطلاعات مسئله را روی آنها پیاده کنیم. 
 حالت اول: اگر اطلاعات مسئله دربارۀ جملات متوالی دنبالۀ حسابی باشد، جملات دنباله را به صورت زیر در نظر می گیریم:

جملاتقدر نسبت

d (x d ), x , (x d)− سه جمله متوالی+

d2 (x d) , (x d) , (x d) , (x d)− − + +3 چهار جمله متوالی3

d (x d) , (x d) , x , (x d) , (x d)− − + +2 پنج جمله متوالی2

 حالت دوم: اگر اطلاعات مسئله دربارۀ جملات غیرمتوالی دنبالۀ حسابی باشد، در این صورت با توجه به شرایط مسئله، تمام جملات را برحسب 

یکی از جمله ها تشکیل می دهیم.

به عنوان مثال، فرض کنید که جملات دوم، پنجم و نهم یک دنبالۀ حسابی را داریم و می خواهیم همۀ جمله ها را برحسب جملۀ دوم بنویسیم. می دانیم 
 d7 a) می نویسیم و یا این که جمله نهم از جملۀ دوم، d)+2 3 d3 جلوتر است بنابراین جملۀ پنجم را به صورت a) از جملۀ دوم، )5 که جملۀ پنجم

a) در نظر می گیریم. ببینید: d)+2 7 فاصله دارد پس جملۀ نهم را به صورت

a ,a ,a :2 5 9

a

a

a

a , (a d) , (a d)

(a d) ,a , (a d)

(a d) , (a d) ,a

→ + +

→ − +


→ − −


KveoM RI±µ] ¾µÀ

KveoM RI±µ] ¾µÀ

KveoM RI±µ] ¾µÀ

2

5

9

2 2 2

5 5 5

9 9 9

3 7

3 4

7 4
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دنبالۀ حسابی و مثلث قائم الزاویهدنبالۀ حسابی و مثلث قائم الزاویه
 d باشد، در این صورت طول اضلاع این مثلث، تشکیل یک دنبالۀ حسابی با قدر نسبت d5 d4 و ، d3 اگر طول اضلاع یک مثلث قائم الزاویه به صورت

را می دهند، بنابراین:

مساحت مثلثمحیط مثلث

 d d d dõÃd¶ = + + =3 4 5 12
 

d d dSeIv¶ = × × = 21 4 3 6
2

 اگر زاویه های داخلی یک مثلث قائم الزاویه تشکیل یک دنبالۀ حسابی بدهند، در این صورت زاویه های 

مثلث °90 ،°60 و °30 هستند و در حالت کلی اگر زوایای داخلی یک مثلث )حالا هر مثلثی!( تشکیل یک دنبالۀ 

حسابی با قدر نسبت d بدهند، در این صورت:

درج درج mm واسطۀ حسابی واسطۀ حسابی
m) عدد موجود با هم تشکیل یک دنبالۀ حسابی بدهند، در این صورت قدر  )+2 m عدد را چنان قرار بدهیم که b بخواهیم a و اگر بین دو عدد

(a b)< نسبت این دنباله از رابطۀ زیر به دست می آید:

                                        
d

m
b a−

=
+1

m هستش که چند صفحه قبل یادش گرفتیم. na a
d

m n
−

=
−

 اگر دقت کرده باشی این همون رابطۀ 

3− و17، چهار عدد قرار بدهیم به طوری که شش عدد حاصل، تشکیل دنبالۀ حسابی بدهند، در این صورت داریم: مثال: می  خواهیم بین دو عدد

b a ( )d
m
− − −

= = = =
+ +

17 3 20 4
1 4 1 5

حالا که قدر نسبت رو داریم، می تونیم جمله های دنباله رو بنویسیم:

چند تا سؤال که ممکنه بپرسن:
 واسطۀ دوم چنده؟ 5    واسطۀ آخر چنده؟ 13

 + + + =1 5 9 13 28  جملۀ چهارم دنباله چنده؟ 9    جمع واسطه ها؟ 

جملات مشترک دو دنبالۀ حسابیجملات مشترک دو دنبالۀ حسابی
، جملات مشترکی داشته باشند، در این صورت جملات  d2 nb دنبالۀ حسابی دیگری با قدر نسبت na یک دنبالۀ حسابی با قدر نسبتd1 و اگر

مشترک آنها نیز یک دنبالۀ حسابی جدید با ویژگی های زیر تشکیل می دهند:
⇒جملۀ اول دنباله حسابی جدید   nb na و  اولین جملۀ مشترک دو دنباله
⇒d قدر نسبت دنبالۀ حسابی جدید  2 کوچک ترین مضرب مشترک )ک.م.م(d1 و

بزرگترین زاویه 60° + d

زاویۀ متوسط  60°

کوچکترین زاویه  60° - d
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معرفی معرفی 
دنباله هندسی، نوعی از دنباله بازگشتی است که در آن، هر جمله )به جز جمله اول( از ضرب عددی ثابت و غیرصفر در جمله قبلی اش به دست می آید 

که این عدد ثابت را قدرنسبت دنباله می نامیم و آن را معمولاً با نماد q نمایش می دهیم. 
, یک دنباله هندسی است که در آن هر جمله )به جز جمله اول( از ضرب عدد 3 در جمله قبلی اش به دست  , , , ,...2 6 18 54 162 به عنوان مثال، دنبالۀ 

می آید که در اینجا، عدد 3 همان قدرنسبت دنباله است. ببینید: 
                                            

: q

: a

=


= 1

3
2

SLvº nk¤

­»H ¾±µ]  

(a ,q )≠1 0 (q) یک دنباله هندسی باید غیرصفر باشند.  و قدرنسبت (a )1  توجه کنید که جمله اول

جملۀ عمومی دنباله هندسی جملۀ عمومی دنباله هندسی 
اگر در یک دنباله هندسی، جمله اول را با a1 و قدرنسبت را با q نمایش دهیم، داریم: 

امُ یک دنباله هندسی که همان جمله عمومی آن می باشد، به صورت زیر تعریف می شود:  n بنابراین، جمله 
امُ  n =na جمله =a جمله اول   1
=q قدرنسبت  =n شماره جمله   

 توجه کنید که در جمله عمومی یک دنباله هندسی توان قدرنسبت، یک عبارت درجه اول برحسب n بوده که ضریب n در آن برابر 1 است.

قدرنسبت دنباله هندسی قدرنسبت دنباله هندسی 
n) می رسد، قدرنسبت دنباله است.  )−1 n است و در آن، عددی که به توان 

na a q −= 1
1 11 می دانیم که جمله عمومی یک دنباله هندسی به صورت 

n(q) است. bn) باشد، قدرنسبت آن برابر  c)
na a q ±= 1 به طور کلی می توان گفت که اگر جمله عمومی یک دنباله هندسی به فرم 

، داریم: n
na ( ) −= 1 212

3
به عنوان مثال، در دنباله 

قدرنسبت  ( ) ( )− − −= = = =2 1 2 21 3 3
3

9  

، همان قدرنسبت دنباله است. به عبارت  na na بر 1− na دو جمله متوالی یک دنباله هندسی باشند، در این صورت حاصل تقسیم  na و 1− 22 اگر 
n بیانگر یک دنباله هندسی باشد، در این صورت حاصل تقسیم هر دو جمله متوالی آن برابر قدرنسبت  na ,a ,a ,..., a ,a−1 2 3 1 دیگر، اگر دنباله 

دنباله است. یعنی: 
n

n

a a a
q ...

a a a −
⇒= = = =2 3

1 2 1
                                        

, قدرنسبت دنباله برابر است با:  , , ,...2 2 2 2 1 به عنوان مثال، در دنباله هندسی 
a a

q q
a a

= = = = = =2 3
1 2

2 2
2 2

2 1
2 2 2

ma دو جمله )متوالی یا غیرمتوالی( از یک دنباله هندسی باشند، در این صورت برای به دست آوردن قدرنسبت دنباله از رابطه زیر  na و  33 اگر 
استفاده می کنیم: 

mnn

m

a
q

a
−=

n
na a q ; (n )−= ∈1

1 

n

n

aq
a −

=
1
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1 باشد، در این صورت قدرنسبت دنباله برابر است با: 
16

− و جمله چهارم برابر  1
2

به عنوان مثال، در یک دنباله هندسی، اگر جمله هفتم برابر 

n mn

m

a
aa

q q q q q
a

q
a

a

− −

 = − − = =⇒ ⇒= = = −


⇒
=

−



⇒



⇒ =
7

7 4 3 3 37
4

4

1 1
2 2 811

16

2

16

 

44 برای تشخیص نوع دنباله هندسی )صعودی، نزولی، ثابت و ...( به کمک علامت جمله اول و نیز علامت قدرنسبت، داریم: 

قدرنسبتجمله اولویژگی دنبالهنمونه

, , , ,...    (q )− − = −
1 14 2 1
2 2

و  مثبت  میان  در  یکی  دنباله  جملات 
qبه جمله اول بستگی ندارد.منفی هستند. )نه صعودی و نه نزولی( <0

, , , ,... (q )=
1 1 1 1 1
2 6 18 54 aنزولی )کاهشی(3 >1 0

q< <0 1

q >0
, , , ,... (q )− − − − =

1 1 13 1
3 9 3

aصعودی )افزایشی( <1 0

, , , ,... (q )=3 3 3 3 qبه جمله اول بستگی ندارد.ثابت )هم صعودی و هم نزولی(1 =1

, , , ,... (q )=2 4 8 16 aصعودی )افزایشی(2 >1 0
q >1

, , , ,... (q )− − − − =1 2 4 8 aنزولی )کاهشی(2 <1 0

با توجه به جدول فوق، می توان نتیجه گرفت که در یک دنباله هندسی، اگر همه جملات مثبت، یا همه جملات منفی باشند، قدرنسبت دنباله مثبت است. 

= می دهند.  +
nq 1
100

 اگر به عددی به طور متوالی n درصد اضافه شود، اعداد حاصل تشکیل یک دنباله هندسی با قدرنسبت 

= می دهند. −
nq 1
100

 اگر از عددی به طور متوالی n درصد کاسته شود، اعداد حاصل تشکیل یک دنباله هندسی با قدرنسبت 

حاصل ضرب جملات دنباله هندسی حاصل ضرب جملات دنباله هندسی 
n جملات یک دنباله هندسی باشند، در این صورت حاصل ضرب آن ها برابر است با:  na ,a ,a ,..., a ,a−1 2 3 1 اگر 

n
n

n(n )
n n n ... n n

A a a a ...a a (a q)(a q )(a q )...(a q )

A a (q q q ... q ) a (q ) a q

−

−
− + + + + −

= =

= × × × × = =

2 3 1
1 2 3 1 1 1 1 1

1
1 2 3 1 1 2 3 1 21 1 1

 

در نتیجه: 
n(n )

na q
−

=
1

21Âwk¹À  ¾²ILº j  R°µ]  Joò®ÅIe

n(n )−1
2

n) برابر است با:  )−1 توجه کنید که مجموع اعداد 1 تا 
بهتره اینطوری هم بلد باشید: 

nحاصل ضرب جملات دنباله هندسی

جمله وسط) n)فرد

( ×جمله اول جمله آخر
n

) زوج2
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واسطه هندسی واسطه هندسی 
اگر c و b و a به ترتیب سه جملۀ متوالی یک دنباله هندسی باشند در این صورت، b را واسطه هندسی a و c می گوییم و داریم: 

cb bac a= ⇒ = ±2

3 برابر است با:  1 و 
27

به عنوان مثال، واسطه هندسی بین دو عدد 
b ac b b b= = × = = ± ⇒ = ±⇒ ⇒2 2 1

3
1 1 13
27 9 9

 اگر فاصله بین جملات یک دنباله هندسی با هم برابر باشند نیز می توان از رابطه بالا استفاده کرد. به عبارت دیگر، اگر  ap و am و an سه جمله از یک 

دنباله هندسی باشند، به طوری که فاصله بین سه جمله با هم برابر باشد، در این صورت داریم: 

                                                                        

nm pa aa=2

a سه جمله )غیرمتوالی( از یک دنباله هندسی باشند، در این صورت، چون فاصله جمله سوم با جمله دوازدهم،  , a , a21 12 3 به عنوان مثال، اگر 
و نیز فاصله جمله دوازدهم با جمله بیست و یکم با هم برابر است، بنابراین جمله دوازدهم واسطه هندسی بین جملۀ سوم و جملۀ بیست و یکم است. 

به عبارت دیگر: 
  

a a a=⇒ 2
12 3 21                                                       

یه مثال دیگه ...

, که قدرنسبت دنباله برابر 2 است، داریم:  , , , , ,3 6 12 24 48 96 192 در دنباله هندسی 

a a a=2
4 1 7 a متساوی الفاصله هستند، پس:  ,a ,a7 4  می دانیم که جملات 1

a a a=2
4 2 6 a نیز متساوی الفاصله هستند، پس:  ,a ,a6 4 2  می دانیم که جملات 

قانون اندیس ها قانون اندیس ها 
در بعضی از سوالات، حاصل ضرب دو یا چند جمله از دنباله هندسی را در اختیار داریم. در این گونه از مسائل می توانیم به کمک قانون اندیس ها، به 

جای حاصل ضرب این جملات، حاصل ضرب چند جمله دیگر از دنباله را جایگزین کنیم. حالا این قانون به ما چی میگه؟ 
m باشد، در این صورت:  pn q+ = + mq جملات یک دنباله هندسی باشند، اگر  p n, ,aa ,aa فرض کنید 

qpnmm an q aaap+ = + =⇔

البته به شرطی که: 
 جمع اندیس جملات سمتِ چپِ تساوی با جمع اندیس جملات سمت راست با هم برابر باشند. 

 تعداد جملات هر دو طرف تساوی با هم برابر باشند. 
a را به ما داده باشند. می خواهیم ببینیم که به جای آن حاصل ضرب چه جمله های دیگری  a×2 7 به عنوان مثال، فرض کنید که در یک سوال، 

را می توانیم قرار دهیم: 
a a  a a a a  a a a a  a a+ = + + = + + = +2 7 1 8 2 7 3 6 2 7 4 5
2 7 1 8 2 7 3 6 2 7 4 5  

حال، اگر حاصل ضرب n تا جمله از دنباله هندسی رو داشته باشیم و جمع اندیس این جمله ها k برابر تعداد جمله ها باشد، در این صورت می توانیم به 
n
ka جای حاصل ضرب این n تا جمله بنویسیم: 

a7 رو داشته باشیم. همان طور که می بینید، جمع اندیس این سه تا جمله 15  a5 و   ، a3 به عنوان مثال، فرض کنید که حاصل ضرب سه جمله 

a3
5 (، پس می توانیم به جای حاصل ضرب این 3 تا جمله بنویسیم:  n = 3 k و  = 5 میشه )5 برابر 3 تا جمله مون یعنی 

k ,n
a a a  a a a a+ + = ×

= =
=3 5 7 3 5 3

3 5 7 5 5 55 53
 

یه مثال دیگه...

k ,n
a a a a a a  a a a a a a a+ + + + + = ×

==
=2 3 5 7 9 10 6 6 6

2 3 5 7 9 10 6 6 6 6 6 66 66
فقط حواست باشه که تعداد جمله های هر دو طرف تساوی باید با هم برابر باشه!
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یک ویژگی مهم در دنباله هندسی یک ویژگی مهم در دنباله هندسی 
گاهی اوقات در برخی از سوالات مربوط به دنباله هندسی، اطلاعاتی را درباره مجموع، حاصل ضرب و ... جملات دنباله را به ما می دهند و خواسته ای 

را مطرح می کنند، در این گونه از سوالات، با توجه به متوالی یا غیرمتوالی بودن جملات دنباله داریم: 
حالت اول: اگر اطلاعات مسئله درباره جملات متوالی دنباله هندسی باشد، جملات دنباله را به صورت زیر فرض کرده و سوال را حل می کنیم: 

جملاتقدرنسبتحاصل ضرب جملات

x3q
x , x, xq
q

سه جمله متوالی

x4q2x x, , xq, xq
qq

3
چهار جمله )هم علامت( متوالی3

x5qx x, , x, xq, xq
qq

2
پنج جمله متوالی2

حالت دوم: اگر اطلاعات مسئله درباره جملات غیرمتوالی دنباله هندسی باشد، در این صورت با توجه به شرایط مسئله، تمامی جملات را برحسب 
یکی از جمله ها تشکیل داده و سوال را حل می کنیم.

به عنوان مثال ، فرض کنید که جملات سوم، هفتم و دهم یک دنباله هندسی را در اختیار داریم و می خواهیم که تمامی جمله ها را برحسب یک 
q4 ضرب کنیم، جمله هفتم به دست می آید، پس جمله هفتم را می توان  جمله )مثلًا برحسب جمله سوم( بنویسیم. می دانیم که اگر جمله سوم را در 
q3 ضرب کنیم، جملۀ دهم حاصل می شود، پس جمله دهم را  a )برحسب جمله سوم( نوشت و یا اینکه اگر جمله هفتم را در  a q= 4

7 3 به صورت 
a )برحسب جمله هفتم( نیز نوشت:  a q= 3

10 7 می توان به فرم 

a

a

a

a ,a q ,a q

a
a ,a ,a : ,a ,a q

q

a a
, ,a

q q












→

→

→


3

7

10

4 7
3 3 3

37
3 7 10 7 74

10 10
107 3

 KveoMR°µ] ¾µÀ

KveoMR°µ] ¾µÀ

KveoMR°µ] ¾µÀ

 

درج درج mm واسطه هندسی واسطه هندسی  
m) عدد موجود با هم تشکیل یک دنباله هندسی بدهند، در این صورت، قدرنسبت  )+ 2 اگر بین دو عدد a وb بخواهیم m عدد را چنان قرار بدهیم که 

(a b)< این دنباله از رابطه زیر به دست می آید: 
              

، شش عدد چنان قرار دهیم که اعداد حاصل جملات متوالی یک دنباله هندسی باشند. 1
64

مثال: بین دو عدد 2 و 
                                          

m bq q q
a

+ ⇒ ⇒= = = =1 7
1

1 164
2 128 2

 

به کمک قدرنسبت به دست آمده، جملات دنباله را می نویسیم: 

حالا چند تا سوال بپرسیم: 

1
32

واسطه آخر چنده؟ 
   

1
4

واسطه سوم چنده؟ 

+ + + + + =
1 1 1 1

2
11

2 4 8 16 3
63
32

مجموع واسطه ها چنده؟ 
   

1
16

جمله ششم دنباله چنده؟ 

mq b
a

+ =1
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میکس دنباله حسابی و هندسی میکس دنباله حسابی و هندسی 
برای حل سوالات ترکیبی دنباله حسابی و هندسی به روش زیر عمل می کنیم: 

 ابتدا با استفاده از رابطه جمله عمومی، جملات دنباله اولیه  را تشکیل می دهیم.
 سپس با توجه به نوع دنبالۀ ثانویه و به کمک قاعده واسطه ها )واسطه حسابی یا واسطه هندسی(، سوال را حل می کنیم. 

به عنوان مثال، اگر جملات سوم، هفتم و نهم یک دنباله حسابی غیرثابت، جملات متوالی یک دنباله هندسی باشند و بخواهیم قدرنسبت دنباله 
هندسی را به دست بیاوریم، به روش زیر عمل می کنیم: 

aابتدا با استفاده از رابطه جمله عمومی دنباله حسابی، جملات این دنباله را به صورت زیر می نویسیم:  a d

a a d

a a d

= +


= +


= +

3 1

7 1

9 1

2
6
8

 

، جملات متوالی یک دنباله هندسی اند، بنابراین به کمک قاعده واسطه هندسی، داریم: 

t tt

a ,a ,a
↑ ↑↑
21 3

3 7 9 از طرفی، می دانیم که 

t t t a a a (a d) (a d)(a d)

a

+⇒ ⇒= = +

⇒

= +2 2 2
2 1 3 7 3 9 1 1 1

2
1

6 2 8

a d d a+ + =2 2
1 112 36

a d

a d a d d a d d a d d

d
d(a d)

)

a

(

d a d

÷+ + + + = + =

=+ = 
+ = = −

⇒ →

⇒ ⇒
⇒

1

2 2 2
1 1 1 1

2

0

1

1

1 1

8 2 16 2 20 0 10 0

0
10 0

10 0 10



¡ ¡ ù

 

d قابل قبول نیست، چرا که در این صورت، دنباله حسابی، دنباله ای ثابت خواهد بود. از طرفی،  = توجه کنید که دنباله حسابی، غیرثابت است، پس 0

، پس:  n

n

a
q

a −
=

1
می دانیم که در یک دنباله هندسی قدرنسبت برابر است با: 

t a a d d d dq
t a a d d d d

+ − + −
= = = = = =

+ − + −
2 7 1
1 3 1

6 10 6 4 1
2 10 2 8 2

 

 اگر جملات n اُم و m اُم و k اُم یک دنباله حسابی غیرثابت )k > m > n( ، به ترتیب سه جمله متوالی یک دنباله هندسی باشند، در این صورت، 

قدرنسبت دنباله هندسی برابر است با: 

 
−

=
−

q k m
m n

q −
= = =

−
9 7 2 1
7 3 4 2

حال، اگر بخواهیم مثال قبل را به کمک رابطه فوق حل کنیم، داریم:   

 اگر یک دنباله، هم حسابی و هم هندسی باشد، در این صورت، آن دنباله یک دنبالۀ ثابت بوده و تمامی جملات آن با هم برابر و مخالف صفر است. 
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این فصل از جذاب ترین و شیرین ترین فصل های ریاضی هستش، چون خیلی جمع و جور و خوش تسته و به قول اساتید هنر و سینما، فرم و محتوای خوبی 

داره، خلاصه کمتر کسی توی این کره خاکی پیدا میشه که با این فصل  حال نکنه.

جونم براتون بگه که از این فصل سرجمع حدود 4 تا 5 تست توی کنکور سوال میاد که واقعاً هر چقدر بخوان سختش کنن باز میشه حلشون کرد پس حواست باشه 

که توی سوال ها سوتی ندی و این تست ها رو مال خودت بکنی.

از مهمترین بخش های این فصل میشه به بخش های انتقال توابع، ترکیب و وارون توابع اشاره کرد. البته یادت باشه که خیلی از وقت ها از این فصل به صورت ترکیبی 

سوال میدن، مثلاً میان تابع لگاریتمی رو میبرن تو فاز انتقال توابع، پس مراقب باش که اخیراً رد پای سوال های ترکیبی، توی ریاضی هم مشاهده شده، پس بزن بریم که توی 

این فصل کلی تست های خوب انتظارمون رو میکشه پس تا میتونی روی رسم نمودار توابع هم مسلط باش که توی حل خیلی از تست ها غوغا می کنه و کار رو برامون درمیاره!

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

44544تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

انتقال نمودار 

ترکیب توابع

 تابع وارون )2 سوال(

دامنه توابع

رسم نمودار توابع

انتقال توابع

تابع وارون و انتقال توابع

اعمال توابع

انتقال توابع 

تابع وارون

ترکیب توابع 

توابع صعودی و نزولی 

تابع ثابت

انتقال توابع

وارون و ترکیب توابع

دامنه توابع 

دامنه توابع 

ترکیب توابع

یکنوایی توابع

تابع وارون
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زوج مرتبزوج مرتب
‌را‌»مؤلفه‌دوم«‌می‌گوییم. (y) ‌را‌»مؤلفه‌اول«‌و‌عضو‌دوم (x)را‌زوج‌مرتب‌می‌نامیم‌که‌در‌آن‌عضو‌اول‌ (x , y)  دو‌تایی

‌را‌عرض‌نقطه‌می‌نامیم. y ‌را‌طول‌نقطه‌و x ‌نشان‌دهنده‌یک‌نقطه‌در‌دستگاه‌مختصات‌است‌که (x , y)  زوج‌مرتب
‌با‌هم‌برابر‌نیستند‌و‌دو‌نقطه‌متفاوت‌را‌در‌نمودار‌مختصاتی‌نشان‌ ( , )2 1 ‌و ( , )1 2 ترتیب‌نوشتن‌اعداد‌در‌هر‌زوج،‌مهم‌است،‌به‌عنوان‌مثال‌زوج‌های

می‌دهند.

 دو زوج مرتب، زمانی با هم برابرند که مؤلفه اول آن ها با هم و مؤلفه دوم آن ها نیز با هم برابر باشند:

 
= ⇔

=

 =

( y, ) ( ,
y

a
b

a b
x

x )

رابطهرابطه
‌می‌گوییم. Bبه‌مجموعه‌ A ‌باشند،‌یک‌رابطه‌از‌مجموعه Bو‌مؤلفه‌دوم‌آن‌ها‌از‌مجموعه‌ A به‌مجموعه‌ای‌از‌زوج‌های‌مرتب‌که‌مؤلفه‌اول‌آن‌ها‌از‌مجموعه

‌یک‌رابطه‌ B { , , , , }= −1 0 1 2 4 ‌به‌مجموعه A { , , }= −1 2 5 به عنوان مثال:‌اگر‌بخواهیم‌از‌مجموعه
‌را‌به‌صورت‌زیر‌نشان‌دهیم: R بنویسیم،‌می‌توانیم‌رابطه

R {( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}= − −1 4 2 0 1 15 5

 همان طور که مشخص است یک رابطه می تواند مؤلفه اول تکراری داشته باشد.

‌

-‌توصیفی
-‌نمایش‌جدولی

-‌نمایش‌زوج‌مرتبی
-‌نمایش‌پیکانی

-‌نمایش‌نموداری
-‌نمایش‌ضابطه‌ای‌)نحوه‌ای‌از‌نمایش‌یک‌رابطه‌است‌که‌در‌آن‌رابطه‌بین‌مؤلفه‌اول‌و‌دوم‌به‌صورت‌ضابطه‌بیان‌می‌شود(

 روش های نمایش یک رابطه  

حال‌می‌خواهیم،‌رابطه‌ای‌را‌که‌به‌هر‌عدد‌طبیعی‌کم‌تر‌از‌4،‌مجذور‌آن‌را‌نسبت‌می‌دهد،‌با‌روش‌های‌مختلف‌نمایش‌دهیم:

زوج‌مرتبیجدولیتوصیفی

‌رابطه‌ای‌که‌به‌هر‌عدد‌طبیعی‌کمتر‌از‌4،‌‌مجذور‌آن‌را‌نسبت‌می‌دهد
عدد321

‌مجذور941 R {( , ),( , ) ,( , )}= 1 1 2 4 3 9

ضابطه اینموداریپیکانی

‌ R {(x , y) | x , y , x , y x }= ∈ ≤ < =

21 4
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 برای به دست آوردن عضوهای یک رابطه، با توجه به شروط گفته شده و محدوده متغیرهای آن، ضابطه آن را مقداردهی می کنیم:

R {(x ,y) | x ,y , x 2y 5}= ∈ + =






 









¾ôMHn ÁIÀoÃûT¶ ½j»kd¶

¾ô {

¾ôMIò

MHn ö»o

۲

مدل سازی و ساخت
ضابطه تابع

مقدار تابع
نقطه ای روی
نمودار تابع

برخورد نمودار تابع
با محورهای مختصات

برخورد نمودار
دو تابع

تعریف
تابع

تشخیص تابع بودن
نمایش پیکانی

تشخیص تابع بودن
نمایش زوج مرتبی

تشخیص تابع بودن
نمایش نموداری

تشخیص تابع بودن
نمایش جبری (ضابطه ای)

تعریف تابع: تعریف تابع: 
‌نسبت‌داده‌می‌شود. B ،‌دقیقاً‌یک‌عضو‌از A ،‌رابطه‌ای‌بین‌این‌دو‌مجموعه‌است‌که‌در‌آن‌به‌هر‌عضو‌از Bبه‌مجموعه‌ A یک‌تابع‌از‌مجموعه

مثال:‌

توضیحرابطه

‌این‌رابطه‌یک‌تابع‌است‌چرا‌که‌هر‌فرد‌دقیقاً‌یک‌گروه‌خونی‌دارد‌رابطه‌ای‌که‌به‌هر‌فرد،‌گروه‌خونی‌او‌را‌نسبت‌می‌دهد.

‌این‌رابطه‌بیانگر‌یک‌تابع‌نیست‌چرا‌که‌هر‌فرد‌می‌تواند‌بیش‌از‌یک‌دوست‌داشته‌باشد.‌رابطه‌ای‌که‌به‌هر‌فرد‌دوستان‌او‌را‌نسبت‌می‌دهد.

این‌رابطه‌یک‌تابع‌است‌چرا‌که‌هر‌عدد‌حقیقی‌دقیقاً‌یک‌ریشه‌سوم‌دارد.‌رابطه‌ای‌که‌به‌هر‌عدد‌حقیقی،‌ریشه‌سوم‌آن‌را‌نسبت‌می‌دهد.

تشخیص تابع بودن نمایش پیکانی:تشخیص تابع بودن نمایش پیکانی:
،‌دقیقاً‌یک‌پیکان‌خارج‌شود.‌‌ A ،‌زمانی‌نشان‌دهنده‌یک‌تابع‌است‌که‌از‌هر‌عضو‌مجموعه Bبه‌مجموعه‌ A یک‌نمایش‌پیکانی‌از‌مجموعه

 از هر عضو مجموعه A نباید بیش از یک پیکان خارج شود، و تنها در صورتی این اتفاق می تواند رخ بدهد که عضوهایی از مجموعه B که به آن ها 

پیکان وارد می شود، با هم برابر باشند.

 از تمامی عضوهای مجموعه A، حتماً باید پیکانی خارج شود. )هیچ عضوی از مجموعه A نباید alone بمونه(

ممکن است به تعدادی از عضوهای مجموعه B، پیکانی وارد نشود یا بیش از یک پیکان وارد شود، که در این صورت مشکلی در تابع بودن رابطه ایجاد نمی کند. 

تابع‌نیستتابع‌هستتابع‌نیست

پیکان‌خارج‌شده‌ دو‌ ‌، A در‌مجموعه ‌ a از‌عضو چون‌
‌باشد.‌ d e= است‌و‌تنها‌در‌صورتی‌می‌تواند‌تابع‌باشد‌که

یک‌ دقیقاً‌ ‌، A مجموعه عضو‌ هر‌ از‌ چون‌
پیکان‌خارج‌شده‌است.‌

،‌پیکانی‌خارج‌ A چون‌از‌عضو‌‌cدر‌مجموعه
نشده‌است.‌

تشخیص تابع بودن نمایش زوج مرتبیتشخیص تابع بودن نمایش زوج مرتبی
یک‌نمایش‌زوج‌مرتبی‌زمانی‌نشان‌دهنده‌یک‌تابع‌خواهد‌بود‌که‌هیچ‌دو‌زوج‌مرتب‌متمایزی‌در‌آن،‌مؤلفه‌اول‌برابر‌نداشته‌باشند.‌

 در نمایش زوج مرتبی یک تابع، اگر مؤلفه های اول دو زوج مرتب با هم برابر باشند، باید مؤلفۀ دوم آن ها نیز با هم برابر باشند. 
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تشخیص تابع بودن نمایش نموداریتشخیص تابع بودن نمایش نموداری
یک‌نمایش‌نموداری‌زمانی‌نشان‌دهنده‌یک‌تابع‌خواهد‌بود‌که‌هر‌خط‌موازی‌محور‌yها‌نمودار‌تابع‌را‌حداکثر‌در‌یک‌نقطه‌قطع‌کند.‌به‌عبارت‌دیگر‌

هر‌خط‌موازی‌محور‌yها،‌یا‌نمودار‌تابع‌را‌قطع‌نکند‌یا‌فقط‌در‌یک‌نقطه‌قطع‌کند.‌‌

تابع‌نیستتابع‌نیستتابع‌نیستتابع‌هستتابع‌نیست

تشخیص تابع بودن نمایش جبری )ضابطه ای(تشخیص تابع بودن نمایش جبری )ضابطه ای(
‌ f {( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )}= − −1 1 2 3 3 5 1 3 ‌است.‌به‌عنوان‌مثال،‌تابع (y) ‌و‌خروجی‌آن (x)نمایش‌جبری‌)ضابطه‌ای(‌یک‌تابع،‌رابطه‌ای‌بین‌ورودی‌های‌تابع
‌ f (x) x= −2 را‌در‌نظر‌بگیرید،‌در‌این‌تابع‌خروجی‌های‌تابع‌از‌دو‌برابر‌ورودی‌های‌آن‌یک‌واحد‌کمتر‌است.‌بنابراین‌می‌توان‌ضابطه‌تابع‌را‌به‌صورت1

نشان‌داد.
از بحثمون دور نشیم! می خواستیم ببینیم که یه نمایش ضابطه ای کیِ میتونه تابع باشه  

‌ y ‌در‌نظر‌می‌گیریم،‌حداکثر‌یک‌مقدار‌برای x نمایش‌ضابطه‌ای‌یک‌رابطه‌زمانی‌نشان‌دهنده‌یک‌تابع‌است‌که‌به‌ازای‌هر‌مقدار‌دلخواهی‌که‌برای
‌معرفی‌ x حاصل‌شود.‌حال‌برای‌این‌که‌نشان‌دهیم‌یک‌ضابطه‌مربوط‌به‌یک‌تابع‌نیست،‌سعی‌می‌کنیم‌که‌با‌استفاده‌از‌مثال‌نقض،‌مقداری‌برای
‌مربوط‌به‌یک‌تابع‌نیست،‌چرا‌که‌به‌ازای y x− =2 3 ‌به‌دست‌بیاید،‌به‌عنوان‌مثال‌ضابطه yکنیم‌که‌به‌ازای‌آن‌مقدار،‌دو‌یا‌چند‌مقدار‌برای

‌به‌دست‌می‌آید.‌ yبرای‌ y = −2 ‌و y = ،‌مقادیر2 x =1

 از روش مثال نقض برای اثبات تابع بودن یک رابطه نمی توان استفاده کرد و فقط از آن برای نشان دادن تابع نبودن یک رابطه کمک می گیریم.

مدل سازی و ساخت ضابطه تابعمدل سازی و ساخت ضابطه تابع
در‌برخی‌از‌مواقع‌باید‌به‌کمک‌توصیفی‌که‌سؤال‌از‌تابع‌ارائه‌می‌کند،‌خودمان‌ضابطه‌را‌تشکیل‌دهیم.‌به‌عنوان‌مثال،‌فرض‌کنید‌طول‌یک‌مستطیل‌‌3واحد‌

‌که‌محیط‌این‌مستطیل‌را‌برحسب‌عرض‌آن‌بیان‌می‌کند،‌تشکیل‌دهیم. f بیشتر‌از‌عرض‌آن‌است‌و‌می‌خواهیم‌تابع
‌که‌ f ‌بوده‌و‌تابع x + 3 ‌فرض‌می‌کنیم‌که‌در‌این‌صورت‌طول‌آن‌برابر x برای‌این‌کار‌ابتدا‌عرض‌مستطیل‌را‌برابر

محیط‌این‌مستطیل‌را‌برحسب‌عرض‌آن‌نشان‌می‌دهد،‌برابر‌است‌با:
محیط‌مستطیل x (x )= + +2 2 3 xf (x) = +⇒ 4 6 ‌

مقدار تابعمقدار تابع
‌ a ‌به‌ازای‌ورودی f ‌را‌مقدار‌تابع b ‌است‌به‌عبارت‌دیگر، f (a) b= ‌باشد،‌در‌این‌صورت f ‌عضوی‌از‌تابع (a ,b) ‌یک‌تابع‌و‌زوج‌مرتب f اگر

‌
fb b( ) )a , f (a∈ ⇔ =

‌‌ ‌ ‌ ‌ ‌ می‌گوییم:‌

‌به‌جای‌تمامی‌‌ f ‌به‌دست‌بیاوریم،‌در‌ضابطه‌تابع x = ‌را‌به‌ازای‌ f ‌را‌داشته‌باشیم‌و‌بخواهیم‌مقدار‌تابع f (x) در‌حالت‌کلی‌اگر‌ضابطه‌تابع
‌را‌قرار‌می‌دهیم. x = ها،‌ x

نقطه ای روی نمودار تابعنقطه ای روی نمودار تابع
هر‌نقطه‌ای‌که‌روی‌نمودار‌تابع‌قرار‌داشته‌باشد،‌مختصات‌آن‌نقطه‌در‌ضابطه‌تابع‌صدق‌می‌کند.‌به‌عبارت‌
‌ f (a) b= ‌عبور‌کند،‌در‌این‌صورت‌می‌توان‌نتیجه‌گرفت‌که A(a ,b) ‌به‌مختصات A ‌از‌نقطه f دیگر‌اگر‌تابع

است.
b( f, () fa b )a∈ =⇔
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برخورد نمودار تابع با محورهای مختصاتبرخورد نمودار تابع با محورهای مختصات
‌قطع‌کند:‌ x a= ها‌را‌در‌نقطه‌ای‌به‌طول x ‌محور f (x) حالت اول:‌اگر‌نمودار‌تابع

‌خواهد‌بود. (a , )0  مختصات‌محل‌برخورد‌به‌صورت
‌را‌حل‌کنیم. f (x)  برای‌پیدا‌کردن‌طول‌نقطه‌برخورد،‌کافی‌است‌که‌معادله0=

‌را‌ f (x) ها‌را‌پیدا‌کنیم،‌برای‌این‌منظور‌باید‌معادله0= x ‌با‌محور f (x) x x= + −2 2 3 مثال:‌می‌خواهیم‌مختصات‌محل‌برخورد‌نمودار‌تابع
حل‌کنیم.‌

‌

x
f (x) x x (x )(x )

x

== + − = − + = 
=

⇒ ⇒
−

⇒ 2 1
0 2 3 0 1 3 0

3

‌است.‌ ( , )−3 0 ‌و ( , )1 0 ها‌به‌صورت x ‌با‌محور f بنابراین‌مختصات‌محل‌برخورد‌نمودار‌تابع

‌قطع‌کند:‌ y b= ها‌را‌در‌نقطه‌ای‌به‌عرض y ‌محور f (x) حالت دوم:‌اگر‌نمودار‌تابع

‌خواهد‌بود. ( ,b)0  مختصات‌محل‌برخورد‌به‌صورت
‌را‌قرار‌دهیم،‌به‌عبارت‌ x ها،0= x ‌برای‌پیدا‌کردن‌عرض‌نقطه‌برخورد،‌کافی‌است‌که‌در‌ضابطه‌تابع‌به‌جای‌تمامی

‌را‌محاسبه‌کنیم.‌‌ f ( )0 دیگر‌باید

ها، x ها‌را‌پیدا‌کنیم،‌می‌دانیم‌که‌باید‌در‌ضابطه‌تابع‌به‌جای‌تمامی y ‌با‌محور f (x) x= + −1 2 مثال:‌می‌خواهیم‌مختصات‌محل‌برخورد‌تابع
‌را‌قرار‌دهیم،‌پس:‌‌ x =0

‌
xf (x) x f ( ) f ( )== + − = + − = − = − −→ = ⇒01 2 0 0 1 2 1 2 1 0 1

‌است.‌ ( , )−0 1 ها‌به‌صورت y ‌با‌محور f پس‌مختصات‌محل‌برخورد‌نمودار‌تابع

برخورد نمودار دو تابعبرخورد نمودار دو تابع
‌قطع‌کنند: A(a ,b) ‌به‌مختصات A ‌همدیگر‌را‌در‌نقطه g(x) ‌و f (x) اگر‌نمودار‌توابع

‌در‌ضابطه‌هر‌دو‌تابع‌صدق‌می‌کند‌یعنی: A ‌مختصات‌نقطه 11

‌
g( )

a b
a a b

a bg( )

f ( )
f ( )

 ⇒ =


=
=

=

‌را‌حل‌کنیم‌تا‌طول‌ )f (x) g(x= ‌را‌با‌هم‌برابر‌قرار‌داده‌و‌معادله g ‌و f ‌برای‌پیدا‌کردن‌طول‌نقطه‌برخورد،‌کافی‌است‌که‌ضابطه‌هر‌دو‌تابع 22
،‌عرض‌نقطه‌برخورد‌نیز‌به‌دست‌می‌آید. g ‌یا f نقطه‌برخورد‌به‌دست‌آید،‌سپس‌با‌جایگذاری‌طول‌نقطه‌برخورد‌در‌ضابطه‌یکی‌از‌توابع
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دامنه تابعدامنه تابع
fD نمایش می دهیم. در جدول زیر  y می تواند بپذیرد، دامنه تابع می گوییم و معمولاً آن را با نماد f (x)= در تابع x به مجموعه مقادیری که متغیّر

دامنه چند نمونه تابع را با نمایش های مختلف ببینید:

دامنه‌تابعتابعنمایش‌به‌صورت

fزوج‌مرتبی ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) =  
 

5 06 314 33
2

}مجموعه همه مؤلفه های اوّل }fD , , ,= 5 4 6 3

gDهمه عضوهای مجموعه اوّلپیکا‌نی‌ {a ,b ,c}=

هانموداری x hDتصویر نمودار روی محور [ , )= −2 4

برد تابعبرد تابع
fR نشان می دهیم. در جدول  f می گوییم و معمولاً آن را با نماد f خارج می شوند، برد تابع (x) x از تابع به مجموعه مقادیری که به ازای ورودی های

زیر برد چند نمونه تابع را با نمایش های مختلف ببینید:

برد‌تابعتابعنمایش‌به‌صورت

fزوج‌مرتبی ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) = − 
 

−2 3 1 1
2

41 0 fRمجموعه همه مؤلفه های دوم1 , , , = − 
 

11 0 1
2

gRعضوهایی از مجموعه دوم که به آنها پیکانی وارد می شود.پیکا‌نی { , , }= 4 5 7

hRتصویر نمودار روی محور y هانموداری [ , )= −2 3

≥n(D) n(R)  تعداد اعضای دامنه، همواره بزرگ تر یا مساوی تعداد اعضای برد است. به عبارت دیگر: 
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تابع چند جمله ایتابع چند جمله ای
 n na و ≠ 0 n عددی حقیقی،  na ,a , ,a−1 0 n را که در آن n

n na a a ax( ) xf x x−
−+ + + += 1 1 0
1
 تعریف: به طور کلی توابع به فرم

n می گوییم. به عبارت دیگر: عددی حسابی باشد را یک چند جمله ای از درجه

‌درجه‌چند‌جمله‌ای:

x را درجه چند جمله ای می نامیم. در یک چند جمله ای، بزرگترین توان

‌دامنه‌و‌برد‌توابع‌چند‌جمله‌ای:

 است امّا برد توابع چند جمله ای، به نوع چند جمله ای بستگی دارد. دامنه توابع چند جمله ای در حالت کلی برابر
در جدول زیر چند نمونه از چند جمله ای های معروف را ببینید:

تابعنوع‌چند‌جمله‌اینمونه

f (x) = fچند جمله ای درجه صفر )تابع ثابت(1− (x) k=

f (x) x= −3 fچند جمله ای درجه یک )تابع خطّی(1 (x) ax b ; a= + ≠ 0

f (x) x x= − +2 2 fچند جمله ای درجه دو )تابع سهمی(1 (x) ax bx c ; a= + + ≠2 0

f (x) x x x= − + −3 23 3 fچند جمله ای درجه سه1 (x) ax bx cx d ; a= + + + ≠3 2 0

تابع ثابتتابع ثابت
معرفی: تابع ثابت، تابعی است که به ازای تمامی ورودی ها، تنها یک عدد ثابت را به عنوان خروجی در اختیار ما قرار می دهد به عبارت دیگر برد تابع 

ثابت تنها شامل یک عضو می باشد.

‌نمایش‌های‌مختلف‌تابع‌ثابت:

 f (x) = k عددی حقیقی و ثابت است. به عنوان مثال توابع2 f می باشد که در آن (x) k=  نمایش‌جبری‌)ضابطه‌ای(: ضابطه تابع ثابت به صورت
f همگی توابع ثابتی هستند. (x) sin x cos x= + =2 2 f و1 (x) = − 3

 B ، فقط به یک عضو از مجموعه A  نمایش‌پیکانی: در نمایش پیکانی تابع ثابت، همه پیکان ها از مجموعه
وصل می شوند.

fD { , , }• = 1 3 5

fR { }• = 4

     
 نمایش‌زوج‌مرتبی: در نمایش زوج مرتبی یک تابع ثابت، مؤلفه های دوم تمامی زوج مرتب ها با هم برابر است.

{ }f (x) ( , ) , ( , ) , ( , )= −032 13 3                fD { , , }• = −1 0 2           fR { }• = 3

 نمایش‌نموداری:
y است. k= : در این حالت نمودار تابع ثابت، خط افقی الف(‌با‌دامنه

n

n n

n n
n

n
n

a ,
f (x x x x a

a ,a , ,a
a a a) ;

n
a

W

− −

−
−

∈


+ + += + 



∈

≠


1 2 0

1 1 0
1 0

 



t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل دوم : تابعفصل دوم : تابع
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

70

y یا نقاطی روی این خط است. k= ب( با‌دامنه‌محدود: در این حالت نمودار تابع ثابت، بخشی از خط افقی

[ )
{ }

f

f

D ,

R

• = −

• =

2 3
1

{ }
{ }

f

f

D , , , ,

R

• = − −

• =

2 101 2
1{ }

f

f

D
R

• =

• = 1


= = =
′

=
′ ′


a b m
a b m

k y= باشد در این صورت باید:  k ، تابع ثابت
−

−
+ + +

+ +′
=

′ + ′





n n 1

n n 1
a b mx x
a b

f
x x

(x)
m

 اگر تابع 

تابع همانیتابع همانی
معرفی: تابع همانی، تابعی است که هر عضو از دامنه را دقیقاً به همان عضو در برد، نظیر می کند به عبارت دیگر دامنه‌و‌برد‌تابع‌همانی‌با‌هم‌برابر‌است.

‌نمایش‌های‌مختلف‌تابع‌همانی:

f ( )− −=3 3 f است. برای مثال:   (x) x=  نمایش‌جبری‌)ضابطه‌ای(: ضابطه تابع همانی به صورت
f ( )x x=− + − +2 2

، به همان عضو در مجموعهB وارد می شود. A  نمایش‌پیکانی: در نمایش پیکانی تابع همانی هر پیکان از مجموعه

f fD R { , , }• = = −5 1 2

‌نمایش‌زوج‌مرتبی: در نمایش زوج مرتبی تابع همانی، تمامی زوج مرتب ها، مؤلفه اوّل و دوم برابری دارند.

{ } { }f ff (x) ( , ) , ( , ) , ( , ) D R , ,= • = = −− − 1 12 2 22 12 2
 نمایش‌نموداری: 

y) است. )x= : در این حالت نمودار تابع همانی، همان نیمساز ناحیه اوّل و سوم الف( با‌دامنه
ب( با‌دامنه‌محدود: در این حالت نمودار تابع همانی، بخشی از نیمساز ناحیه اوّل و سوم یا نقاطی روی این خط است.

{ } ( ]f f f f f fD R D R , , D R ,= = = = − = = −101 2 2 { } ( ]f f f f f fD R D R , , D R ,= = = = − = = −101 2 2 { } ( ]f f f f f fD R D R , , D R ,= = = = − = = −101 2 2
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تابع خطّیتابع خطّی
b را عرض از  را شیب و a . در این رابطه (a , b )∈ bf نمایش داد، یک تابع خطّی نامیده می شود (x) a x= + هر تابع که بتوان آن را به صورت

مبدأ می نامیم. 
y خطی نیستند. x x= −1 y و x= + 3 y خطّی هستند امّا توابع = 3 y و x= − +2 به عنوان مثال، توابع1

توی‌جدول‌زیر‌انواع‌توابع‌خطّی‌رو‌می‌بینید: 	

a = 0a > 0a < 0

 

تابع خطّی نزولیتابع خطّی صعودیتابع ثابت

‌دامنه‌و‌برد‌تابع‌خطّی:

 است )به جز در مواردی که خود سؤال، دامنه و برد تابع خطّی را محدود کرده باشد(.  دامنه و برد یک تابع خطّی در‌حالت‌کلّی برابر
] باشد، در این صورت برای به دست آوردن برد این تابع خطّی داریم: , ]α β ، به صورت f (x) ax b= +  اگر دامنه تابع خطّی

a > 0a < 0

نمودار

]برد ]f ( ) , f ( )α β[ ]f ( ) , f ( )β α

2 را روی نمودار تابع خطّی داشته باشیم، برای نوشتن ضابطه آن به دو روش زیر عمل می کنیم: 2B(x ,y ) 1 و 1A(x ,y )  اگر مختصات دو نقطه

روش اول: به کمک مختصات دو نقطه

b را به دست می آوریم. a و = جایگذاری می کنیم سپس با حل دستگاه دو معادله و دو مجهول، مقادیر +y ax b مختصات نقاط داده شده را در رابطه

روش دوم: به کمک شیب خط و مختصات یک نقطه

 ابتدا به کمک مختصات نقاط داده شده، شیب خط را پیدا می کنیم.
ôi KÃ{

∆ −
= =

−
=
∆ B

A
A

Bym
x x

y
x

y
 

 سپس با داشتن شیب خط و مختصات یکی از نقاط، ضابطه تابع )معادله خط( را با استفاده از رابطه زیر تشکیل می دهیم.

ôi ¾²jI÷¶ − = −0 0: y (xmy x )  

 می دانیم که در یک تابع خطّی، شیب خط همواره مقدار ثابتی است بنابراین برای این که نمایش زوج مرتبی یک تابع، بیانگر یک تابع خطّی باشد، 

، برای هر دو زوج مرتب دلخواه، مقدار ثابتی باشد.
−
−

∆
∆

= 1
1

2
2

y
x

y y
xx باید نسبت
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تابع گویاتابع گویا

q(x) باشد را یک تابع گویا می نامیم. ≠ p(x)f که در آن )p(x و )q(x چندجمله ای بوده و 0 (x)
q(x)

=  هر تابع به فرم 

xy تابعی گویا نیست. )دلیلش هم اینه که 
x

+
=

−2
2 3

1
y توابعی گویا هستند اما تابع  x= 3 xy و 

x
+

=
−
3
2

 ، y
x

=
−
1
1

 به عنوان مثال، توابع 

1 هست، در حالی که می دونیم توان x توی 
2

x که در صورت کسر قرار داره چندجمله ای نیست. چرا که توان x توی اون برابر  +2 3 عبارت 
چندجمله ای ها باید عددی صحیح و نامنفی باشه!(

‌بچه‌معروفشون...‌ 	

y می باشد. 
x

=
1  شناخته شده ترین تابع گویا، تابع 

y
x

=
1

برددامنه

{ }− 0{ }− 0

‌دامنه‌توابع‌گویا:

توابع چندجمله ای هستند، ریشه)های( عبارت مخرج کسر را )در  Q(x) P(x) و P(x)f که در آن (x)
q(x)

= برای پیدا کردن دامنه توابع گویا به فرم 

) حذف می کنیم. به عبارت دیگر:  ) صورت وجود( پیدا کرده و آن ها را از مجموعه اعداد حقیقی 

{ }fD x Q(x) {−= =− =0  {ریشه )های( مخرج کسر

 برای به دست آوردن دامنه یک تابع )حالا هر تابعی، کسری، رادیکالی و ...(، به هیچ عنوان حق ساده کردن ضابطه تابع را نداریم.

 خواهد بود.  اگر در توابع گویا، مخرج کسر ریشه نداشته باشد، دامنه آن برابر 

، توخالی خواهد بود. ببینید:  =x a x= داشته باشند، نمودار تابع در نقطه ای به طول  a  در توابع گویا، اگر صورت و مخرج کسر ریشه مشترک 

− − +
= = = ≠

−
−

−
+⇒

2x x 2 (x 1)f(x) f(x) x 1 ; x 2
x

(x 2)
(x2 2)  

تابع رادیکالیتابع رادیکالی
هر تابعی را که در آن متغیر تابع در زیر رادیکال قرار گرفته باشد، تابع رادیکالی می گوییم.

‌نمونه‌هایی‌از‌توابع‌رادیکالی‌هستند.‌ xy
x
−

=
+
3

2 1
‌و‌ y x= −3 1 ‌، y

x
=

1 به‌عنوان‌مثال،‌توابع‌

توجه کنید تابعی که در ضابطه آن رادیکال وجود داشته باشد و قابل ساده شدن به یک عبارت غیر رادیکالی باشد را نمی توان به عنوان یک تابع رادیکالی 

f یک تابع رادیکالی نیست چرا که ضابطه این تابع را می توان به یک عبارت غیر رادیکالی تبدیل  (x) x x= − +2 6 9 معرفی کرد. به عنوان مثال، تابع 
کرد. ببینید:  

f (x) x x (x ) x= − + = − = −2 26 9 3 3

حالا‌بیابین‌نمودار‌چند‌تابع‌رادیکالی‌معروف‌رو‌با‌هم‌ببینیم‌....‌ 	
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yضابطه x=y x= −y x= −y x= − −

نمودار

]دامنه , )+∞0[ , )+∞0( , ]−∞ 0( , ]−∞ 0

]برد , )+∞0( , ]−∞ 0[ , )+∞0( , ]−∞ 0

yضابطه x=y x= 3y
x

=
1

y a x= −2 2

نمودار

)دامنه , )+∞0[ ]a,a−

]برد , )+∞0( , )+∞0[ ], a0

‌دامنه‌توابع‌رادیکالی:‌  

برای‌پیدا‌کردن‌دامنه‌توابع‌رادیکالی،‌با‌توجه‌به‌فرجه‌رادیکال‌داریم:‌
 اگر فرجه رادیکال فرد باشد، دامنه تابع با دامنه عبارت زیر رادیکال برابر است. به عبارت دیگر، رادیکال فرجه فرد را نادیده می گیریم و فقط دامنه 
عبارت زیر رادیکال را به دست می آوریم.  

، کافی است که رادیکال را نادیده گرفته و فقط دامنه عبارت زیر رادیکال را به دست بیاوریم:  xf (x)
x

=
−

3
1

به عنوان مثال، برای پیدا کردن دامنه تابع 

{ }g
x(x) x Dg x

x
Zoh¶ ¾zÄn= − = =

−
→ ⇒ ⇒ = −1 0 1

1
1

 

 اگر فرجه رادیکال زوج باشد، برای پیدا کردن دامنه تابع، مراحل زیر را انجام می دهیم:

g(D ) 11 دامنه عبارت زیر رادیکال را به دست می آوریم. 
، دقت کنین که اگر رادیکال  (g(x) )≥ 0 22 عبارت زیر رادیکال را بزرگ تر یا مساوی صفر قرار می دهیم و مجموعه جواب آن را به دست می آوریم. 

با فرجه زوج در مخرج کسر باشد، باید عبارت زیر رادیکال رو بزرگ تر صفر بذاریم. خب‌معلومه‌دیگه،‌مخرج‌کسر‌که‌نمیتونه‌صفر‌باشه!
33 از محدوده های به دست آمده در مراحل 1 و 2، اشتراک می گیریم. 

، داریم:  xf (x)
x

−
=

−
2

3
 به عنوان مثال، برای به دست آوردن دامنه تابع 

ابتدا دامنه عبارت زیر رادیکال را پیدا می کنیم: 
{ }g

xg(x) x x D
x

Zoh¶ ¾zÄn→
−

= − = =⇒ ⇒ = −
−

2 3 0 3 3
3



 حال، عبارت زیر رادیکال را بزرگ تر یا مساوی صفر قرار می دهیم و مجموعه جواب آن را به دست می آوریم: 

[ ]x x ,
x

S¶°ø ¸ÃÃ ÷U→
−

≥ ∈
−

2 0 2 3
3  

{ } [ ] f( ) , [ , ) D [ , )⇒ =− =3 2 3 2 3 2 3 

 در نهایت از مجموعه جواب های به دست آمده در مراحل قبل، اشتراک می گیریم: 

f gf (x) g(x) D Djo = ⇒ =

{ }f gf (x) g(x) D x x D ,g(x)Z»p= = ∈⇒ ≥ 0
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+ باشد، حال با توجه به جدول زیر، داریم:  + ≥2ax bx c 0 ، باید  = + +2f(x) ax bx c  می دانیم که برای پیدا کردن دامنه در توابع به فرم 

+دامنه + ≥2ax bx c شرایط0

α β ,
+ هستند. + =2ax bx c 0 ، ریشه های عبارت درجه دوم  β α و   

<(a 0) ، منفی است.  2x  ضریب 

−∞ α β +∞( , ] [ , )
+ هستند. + =2ax bx c 0 ، ریشه های معادله درجه دوم  β α و  

>(a 0) ، مثبت است.  2x  ضریب 

−∞ α( , ] α یا  +∞[ , )

بوده و  =a 0 ، عبارتی از درجه اول است که در آن  = + +2y ax bx c  عبارت 

= است. +y bx c این عبارت به فرم 

+ است. =bx c 0 ، ریشه معادله  = αx  



∆ و  ≤ 0 ، همواره نامنفی است، یعنی در آن  = + +2y ax bx c  عبارت 

a< است. 0

) باشد، در این صورت، عبارت درجه دوم زیر رادیکال باید همواره  ) ، اگر دامنه تابع، تمامی اعداد حقیقی  =
+ +2
1f(x)

ax bx c
 در توابع به فرم 

a< باشد.  0 ∆ و  < 0 مثبت باشد، به عبارت دیگر در عبارت درجه دوم زیر رادیکال باید 

تابع نماییتابع نمایی

f را که در آن a )پایه تابع نمایی(، یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد، یک تابع نمایی می گوییم.  (x)y a=   هر تابع با ضابطه 

xy نمایی نیست، چرا که پایه تابع نمایی نمی تواند مقداری  ( )= −
1
2

xy و ... توابع نمایی هستند ولی تابع  ( )= 35  ، xy = 4 به عنوان مثال، توابع 
منفی باشد. 

‌دامنه‌تابع‌نمایی:

، با دامنه تابع )f(x برابر است. به عبارت دیگر:   f (x)y a ; (a ,a )= > ≠0 1 دامنه یک تابع نمایی به فرم 

yD [ , )= +∞0 ‌برابر‌است.‌پس:‌ y x= ‌با‌دامنه‌تابع‌ xy ( )= 1
2 به‌عنوان‌مثال،‌دامنه‌تابع‌

گاهی‌وقتا‌توی‌سوالای‌تعیین‌دامنه‌برای‌توابع‌نمایی،‌لازمه‌که‌نامعادله‌های‌نمایی‌رو‌بلد‌باشیم..‌ 	

به عبارتی، اگر دو طرف نامساوی، پایه ها‌بیشتر‌از‌یک باشد، با حذف پایه ها از دو طرف، جهت نامساوی عوض نمی شود ولی اگر پایه ها در دو طرف 
نامساوی‌بین‌صفر‌و‌یک باشد، با برداشتن پایه ها، جهت نامساوی عوض می شود. ببینید: 

x

x /

( ) ( ) x

( / ) ( / ) x

¾zÃµº Æ¼ø S¿]

¾zÃ¶ Æ¼ø S¿]

>

< <

→



> >

< → >

5 13

0 12 0 1

5 5 3

0 1 0 1 2

 

f (x) a
a

y a ;
>

 ≠
=

0
1

f (x)
y fy a D D⇒= =

f (x) g(x) a : f (x) g(x)
a : f (x) g(x)

a a
> >

 < < <
>


⇒

1
0 1

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل دوم : تابعفصل دوم : تابع
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

75

تابع لگاریتمیتابع لگاریتمی

g(x) است.  ≠ g(x) و 1 , f (x)> >0 0 f را تابع لگاریتمی می نامیم که در آن  (x)
g(x)y log= تابع 

‌‌دامنه‌تابع‌لگاریتمی:‌

، باید شروط زیر را بررسی کنیم:  f (x)
g(x)y log= برای به دست آوردن دامنه تابع لگاریتمی 

f (x) > •0 f (x) > •0             g(x) > •0 g(x) > •0          g(x) ≠ •1 g(x) ≠ •1

پس از حل نامساوی های فوق، برای به دست آوردن دامنه تابع، باید بین جواب های به دست آمده اشتراک بگیریم. به عبارت دیگر: 

ax)+ است.  b) x= ریشه عبارت  k ,k)∞+ باشد، در آن صورت،  ) )∞− یا به صورت  ,k) =+ به صورت  (ax b)
cy log  هرگاه دامنه تابع 

 در حل برخی از سوالات دامنه، نیاز داریم که برای از بین بردن لگاریتم، از نامعادله های زیر استفاده کنیم. برای این کار با توجه به مبنای لگاریتم، 

داریم: 

 
 > >> 

< < <
• ⇒



b
f(x)
a b

a 1 : f(x) (a)
log b

0 a 1 : f(x) (a)
                                               ⇒

 > >>  < < <
• f(x) g(x)

a a
a 1 : f(x) g(x)

log log 0 a 1 : f(x) g(x)  

تابع چندضابطه ای )قطعه ای(تابع چندضابطه ای )قطعه ای(
تابعی است که به ازای محدوده های مختلفی از دامنه، دارای ضابطه های متفاوتی است. 

 
f (x) ; x

y g(x) ; x
; x

∈
= ∈
 ∈








 

 y x= 2 x) از ضابطه  )≥ 0 x یک تابع دوضابطه ای است که به ازای ورودی های بیشتر یا مساوی صفر  ; xf (x)
x ; x

 ≥= 
− <

2 0
1 0

به عنوان مثال، تابع 

y تبعیت می کند.  x= −1 x) از ضابطه  )< 0 و به ازای ورودی های کمتر از صفر 

‌رسم‌نمودار‌توابع‌چندضابطه‌ای:‌

برای رسم نمودار توابع چندضابطه ای، نمودار هر یک از ضابطه ها را با‌توجه‌به‌دامنه‌آن‌ضابطه‌، در یک دستگاه مختصاتی رسم می کنیم. 

‌محاسبه‌مقدار‌تابع‌در‌توابع‌چندضابطه‌ای:‌

x به کدام یک از محدوده های داده  a= ، ابتدا باید مشخص کنیم که  x a= در توابع چندضابطه ای، برای محاسبه مقدار تابع در نقطه ای به طول 
شده برای x تعلق دارد و سپس از آن ضابطه استفاده کرده و مقدار تابع را به دست می آوریم. 

‌بررسی‌تابع‌بودن‌یک‌رابطه‌چندضابطه‌ای:‌

یک‌رابطه‌چندضابطه‌ای‌زمانی‌بیانگر‌یک‌تابع‌خواهد‌بود‌که‌دو‌شرط‌زیر‌را‌داشته‌باشد:‌
 هر کدام از ضابطه های آن در دامنه تعریف خود، تابع باشند. 

 دامنه ضابطه ها با هم اشتراکی نداشته باشند و در صورتی که دامنه ها با هم اشتراک داشتند، به ازای مقادیر مشترک از دامنه، باید خروجی ضابطه ها 
با هم برابر باشند، به عبارت دیگر، به ازای xهای مشترک از دامنه، yهای یکسانی حاصل شود. 

، یک تابع است، چرا که اولاً هر یک از ضابطه های آن در دامنه خود یک تابع هستند و ثانیاً به  x x
y

x x

+ ≥ −= 
− − ≤ −

2 1 1
1 3 1

به عنوان مثال، رابطه 

، خروجی یکسانی را تولید می کنند. ببینید:  (x )= −1 ازای دامنه مشترک 
x

x
y x y

y x y

=−

=−

 = + = −

 = −

→

− = −→

1

1
2 1 1

1 3 1  

‌دامنه‌توابع‌چندضابطه‌ای‌

برای‌به‌دست‌آوردن‌دامنه‌یک‌تابع‌چندضابطه‌ای،‌مراحل‌زیر‌را‌انجام‌می‌دهیم:‌
 ابتدا دامنه هر یک از ضابطه ها را به صورت جداگانه به دست می آوریم. 

{ }f (x)
yg(x)y log D x f (x) ,g(x) , g(x)= = > >⇒ ≠0 0 1
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 سپس از دامنه به دست آمده برای هر ضابطه و محدوده تعریف همان ضابطه اشتراک میگیریم. 
 در نهایت از مجموعه جواب های به دست آمده برای هر ضابطه اجتماع‌ می گیریم.  

‌برد‌توابع‌چندضابطه‌ای‌

 برای به دست آوردن برد توابع چندضابطه ای، ابتدا برد هر یک از ضابطه ها را با توجه به دامنه تعریف هر ضابطه به صورت جداگانه به دست آورده 
و سپس از آن ها اجتماع می گیریم. به عبارت دیگر: 

توجه کنید که برای پیدا کردن برد توابع چندضابطه ای ، معمولاً از روش رسم استفاده می کنیم، به این صورت که ابتدا نمودار تابع را با توجه به محدوده 
هر یک از ضابطه ها رسم کرده و سپس برد تابع را تعیین می کنیم. 

 در برخی از سوالات با توابعی مواجه می شویم که در ضابطه آن ها قدرمطلق وجود دارد. در این گونه مواقع می توانیم با تعیین علامت عبارت داخل 

قدرمطلق، تابع داده شده را به یک تابع چندضابطه ای تبدیل کنیم. 

 دامنه توابع قدرمطلقی و براکتی دامنه توابع قدرمطلقی و براکتی
، قدرمطلق را نادیده گرفته و فقط دامنه عبارت داخل قدرمطلق را به دست می آوریم، به  y f (x)= 11 برای تعیین دامنه توابع قدرمطلقی به فرم 

عبارت دیگر: 
 

، کافی است که دامنه عبارت داخل قدرمطلق را به دست بیاوریم:  xy
x
−

=
+

1
2

به عنوان مثال، برای به دست آوردن دامنه تابع 

f
xf (x) D {

x
−

= = −
+

⇒
1

2
 ریشه مخرج { } { }y f} D D= − − =⇒ − −=2 2   

، براکت را نادیده گرفته و فقط دامنه عبارت درون براکت را به دست می آوریم. به عبارت دیگر:  [ ]y f (x)= 22 برای تعیین دامنه توابع براکتی به فرم 

، کافی است که دامنه عبارت درون براکت را به دست بیاوریم:  y x = −  
2 1 به عنوان مثال، برای به دست آوردن دامنه تابع 

f (x) x= −2 1  

fx x (x ) (x ) D ( , )− ≥ ≥ ≥ ≤ − = −⇒ −⇒ ⇒2 21 0 1 1 1 11 

 

y fD )D ( ,−= −= 11 در نتیجه، دامنه تابع y، همان دامنه تابع f است، یعنی:  

دامنه توابع مثلثاتیدامنه توابع مثلثاتی
، کافی است که دامنه عبارتی را که در کمان این توابع قرار  y a cos f (x) b= + y و  a sin f (x) b= + 11 برای تعیین دامنه توابع مثلثاتی به فرم 

دارد را به دست بیاوریم، به عبارت دیگر: 

y f g h n

n

f (x) ; x D
g(x) ; x D

y D (D D ) (D D ) .... (D D )
;

h(x) ; x D

∈
 ∈= =

 ∈

1

2
1 2     

 

f

g
y f g h

h

f (x) ; x D
g(x) ; x D

y R R R R
;

h(x) ; x D

∈
 ∈= ⇒ =

 ∈

 

 

y fy f (x) D D⇒ ==

[ ] y fy f (x) D D= ⇒ =

f

y fy a
y a si

cos f
n Dy D

D
f (x) b

b D(x)
⇒

+ ⇒
+

=
=
=

=
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حالا‌بعداً‌می‌فهمید‌که‌ضرایب‌‌aو‌‌bفقط‌روی‌برد‌تابع‌اثر‌میزارن‌و‌روی‌دامنه‌تابع‌هیچ‌تاثیری‌ندارن... 	

y نیز از روابط زیر کمک می گیریم:  a cot f (x) b= + y و  a tan f (x) b= + 22 برای تعیین دامنه توابع مثلثاتی به فرم 

y برابر است با:  tan x= +2 2 y و 1 cos x= −1 1 2 3 به عنوان مثال، دامنه توابع 

y xy cos x D D= − =• ⇒ =11 31 2 3 

 

y x
ky tan x D D x x k x xπ π π   = + = − = π+ = − = +   

   
• ⇒ 22 22 1 2

2 2 4


 

تابع هموگرافیکتابع هموگرافیک
c است. به عبارت دیگر:  ≠ ad و 0 bc− ≠ ax بوده که در آن 0 bf (x)

cx d
+

=
+

تابع هموگرافیک نوع خاصی از توابع گویا است و فرم کلی آن به صورت 

‌باشه‌چه‌اتفاقی‌میفته؟‌بیا‌تا‌بهت‌بگم! ‌باشه‌یا‌اگه‌ شاید‌برات‌سوال‌باشه‌که‌چرا‌این‌شرط‌ها‌رو‌برای‌تابع‌هموگرافیک‌گذاشتن!‌یعنی‌اگه‌

ad باشد، تابع ما یک تابع ثابت خواهد بود. ببینید:  bc− = اگر 0
ad bcx (x )f (x) f (x) f (x) ; x

x x
− =− −

= = = = ≠
−


−

 → ⇒02 2 2 1 2 2 1
1 1

 

c باشد، با یک تابع خطی مواجه خواهیم شد. ببینید:  = اگر 0
cx ( x )f (x) f (x) f (x) x=+ +

→ ⇒= = = +04 2 2 2 1 2 1
2 2

 

‌دامنه‌و‌برد‌تابع‌هموگرافیک:‌

ضابطهدامنهبرد

x a
x c

    − = −   
   

 

Rn¼Å KÄoò

Zoh¶ KÄoò

{ } d
c

Zoh¶ ¾zÄn
 − = − − 
 

 

ax bf (x)
cx d

+
=

+

، داریم:  xf (x)
x

− +
=

−
3

2 1
به عنوان مثال، در تابع 

f

f

d ( )D
c

aR
c

−   = − − = − − =   
 −  
 

− −  
 

   
 = − = 
 

11
2 2

1
2





 



 

‌رسم‌تابع‌هموگرافیک:‌

، مراحل زیر را طی می کنیم:  ax bf (x)
cx d

+
=

+
برای رسم تابع هموگرافیک 

ay را در دستگاه مختصات رسم 
c

= )a را می یابیم و یک خط چین افقی به معادله  )
c

نسبت ضریب x در صورت کسر به ضریب x در مخرج کسر 
می کنیم.

dx را در دستگاه مختصات رسم می کنیم. 
c

= − d(x را به دست آورده و یک خط چین قائم به معادله  )
c

= − ریشه مخرج کسر 

یک نقطه کمکی )معمولاً عرض از مبدأ تابع( را نیز پیدا می کنیم. 
در نهایت با توجه به جدول زیر، جهت کاسه ها را تعیین کرده و نمودار را رسم می کنیم. 

{ }
y f

y f

D D x f (x) k ; k

y a cot f (x) b

y a tan f (x

D D x f (x) k

)

k

b

;

π = − = π+ ∈ 


⇒

= + ⇒


= − =

=

π ∈

+
2





;
aax bf (
d bc

x)
cx cd

− ≠+
=

+


≠

0
0
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ad bc− < 0ad bc− > 0

معرفیمعرفی
دو تابع f و g را با هم برابر می نامیم، هرگاه دو شرط زیر برقرار باشد: 

  دامنه توابع f و g با هم برابر باشند. 
f باشد.  (x) g(x)=   برای هر x از دامنه یکسان، 

به عبارت دیگر، دو تابع f و g زمانی با هم برابرند که دامنه هر دو تابع )قبل از ساده کردن( و ضابطه آن ها )بعد از ساده کردن( با هم برابر باشند.

} است.  }gD = − −2

fD و  =  ، با هم برابر نیستند، چرا که  xg(x)
x
−

=
+

2 4
2

f و  (x) x= −2 به عنوان مثال، دو تابع 

دو تا مورد هست که بهتره گوشه ذهنت داشته باشی...
11 اگر نمودار دو تابع مساوی را در یک دستگاه مختصات رسم کنیم، نمودارهای آن ها دقیقاً بر هم منطبق خواهند بود.

22 اگر دو تابع به صورت مجموعه‌زوج‌مرتبی   داده شده باشند، این دو تابع زمانی با هم برابر خواهند بود که آن دو مجموعه زوج مرتبی برابر باشند.

انتقال افقیانتقال افقی

، داریم:  k > ] را در اختیار داشته باشیم، با فرض 0 ] [ ]f fD : a, R
y f (x)

b : c,d

 →

=


اگر نمودار و یا ضابطه تابع 

f (x )k+

x) قرار می دهیم.ضابطه k)+ در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

نمودار تابع f را به اندازه k واحد و در راستای محور xها به سمت چپ منتقل می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (x k)+ A روی نمودار تابع (x k, y)′ − ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه y) اگر نقطۀ 

a] می باشد.دامنه ,k kb ]− − f به صورت (x k)+ ,a] باشد، دامنه تابع b]به صورت f اگر دامنه تابع

f با برد تابع f برابر است.برد (x k)+ برد تابع 

f (x )k−

x) قرار می دهیم.ضابطه k)− در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

نمودار تابع f را به اندازه k واحد و در راستای محور xها به سمت راست منتقل می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (x k)− A روی نمودار تابع  (x k, y)′ + ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطۀ  y) اگر نقطه 

] می باشد.دامنه ]a k k,b+ + f به صورت  (x k)− ] باشد، دامنه تابع  ]a,b اگر دامنه تابع f به صورت 

f با برد تابع f برابر است.برد (x k)− برد تابع 
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انتقال عمودیانتقال عمودی

k داریم:  >  را در اختیار داشته باشیم، با فرض 0
[ ] [ ]f fD : a, R

y f (x)
b : c,d


 →

=


اگر نمودار و یا ضابطه تابع 

f (x) k+

به ضابطه تابع f، k واحد اضافه می کنیم.ضابطه

نمودار تابع f را به اندازه k واحد و در راستای محور yها به سمت بالا منتقل می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (x) k+ A روی نمودار تابع  (x, y k)′ + ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد،  y) اگر نقطه 

f با دامنه تابع f برابر است.دامنه (x) k+ دامنه تابع 

] می باشد. برد ]c k k,d+ + f به صورت  (x) k+ ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت 

f (x) k−

از ضابطه تابع f، k واحد کم می کنیم.ضابطه

نمودار تابع f را به اندازه k واحد و در راستای محور yها به سمت پایین منتقل می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (x) k− A روی نمودار تابع  (x, y k)′ − ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

f با دامنه تابع f برابر است. دامنه (x) k− دامنه تابع 

] می باشد.برد ]c k k,d− − f به صورت  (x) k− ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت 

انبساط و انقباض افقیانبساط و انقباض افقی

k داریم:  >  را در اختیار داشته باشیم، با فرض 0
[ ] [ ]f fD a,

y
R

f (x
: d

)
c,b


 = →

=


اگر نمودار و یا ضابطه تابع 

; (f ( x)k k )>1

(kx) قرار می دهیم.ضابطه در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

، منقبض )فشرده( می کنیم.نمودار
k
1 نمودار تابع f را در راستای محور xها با ضریب 

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (kx) xA روی نمودار تابع  ( , y)
k

′ ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

a است. دامنه
k

b,
k

 
  

f به صورت  (kx) ] باشد، دامنه تابع  ]a,b اگر دامنه تابع f به صورت 

f با برد تابع f برابر است.برد (kx) برد تابع 

(f k )) ;k( x < <0 1

(kx) قرار می دهیم.ضابطه در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

، منبسط)کشیده( می کنیم.نمودار k
1

نمودار تابع f را در راستای محور xها، با ضریب 

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (kx) xA روی نمودار تابع  ( , y)
k

′ ,A(x روی نمودرا تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

a است. دامنه
k

b,
k

 
  

f به صورت  (kx) ] باشد، دامنه تابع  ]a,b اگر دامنه تابع f به صورت 

f با برد تابع f برابر است.برد (kx) برد تابع 
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انبساط و انقباض عمودیانبساط و انقباض عمودی

k داریم:  >  را در اختیار داشته باشیم، با فرض 0
[ ] [ ]f fD : a, R

y f (x)
b : c,d


 →

=


اگر نمودار و یا ضابطه تابع 

; (f x)k ( k )>1

ضابطه تابع f را در k ضرب می کنیم.ضابطه

نمودار تابع f را در راستای محور yها با ضریب k، منبسط )کشیده( می کنیم.نمودار

kf قرار دارد.نقطه‌متناظر (x) A روی نمودار تابع  (x,ky)′ ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

kf با دامنه تابع f برابر است.دامنه (x) دامنه تابع 

] است.برد ]kc,kd kf به صورت  (x) ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت

(k k ));f (x < <0 1

ضابطه تابع f را در k ضرب می کنیم.ضابطه

نمودار تابع f را در راستای محور yها با ضریب k، فشرده )منقبض( می کنیم.نمودار

kf قرار دارد.نقطه‌متناظر (x) A روی نمودار تابع  (x,ky)′ ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

kf با دامنه تابع f برابر است.دامنه (x) دامنه تابع 

] است.برد ]kc,kd kf به صورت  (x) ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت 

بازتاب )قرینه( نمودار بازتاب )قرینه( نمودار 

 را در اختیار داشته باشیم، داریم: 
[ ] [ ]f fD : a, R

y f (x)
b : c,d


 →

=


اگر نمودار و یا ضابطه تابع 

f ( x)−

) قرار می دهیم.ضابطه x)− در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

نمودار تابع f را نسبت به محور yها قرینه می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر ( x)− A روی نمودار تابع  ( x, y)′ − ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

] است.دامنه ]b, a− − f به صورت  ( x)− ] باشد، دامنه تابع  ]a,b اگر دامنه تابع f به صورت 

f با برد تابع f برابر است.برد ( x)− برد تابع 

f (x)−

) ضرب می کنیم.ضابطه )−1 ضابطه تابع f را در عدد 

نمودار تابع f را نسبت به محور xها قرینه می کنیم.نمودار

f قرار دارد.نقطه‌متناظر (x)− A روی نمودار تابع  (x, y)′ − ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

f با دامنه تابع f برابر است.دامنه (x)− دامنه تابع 

] است.برد ]d, c− − f به صورت  (x)− ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت 

f ( x)− −

) ضرب می کنیم.ضابطه )−1 ) قرار داده و سپس ضابطه تابع f را در عدد  x)− ابتدا در ضابطه تابع f به جای تمامی xها، 

نمودار تابع f را نسبت به مبدأ مختصات قرینه می کنیم. )یعنی ابتدا نسبت به محور xها و سپس نسبت به محور yها قرینه نمودار
می کنیم(.

f قرار دارد. نقطه‌متناظر ( x)− − A روی نمودار تابع  ( x, y)′ − − ,A(x روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، نقطه  y) اگر نقطه 

] است.دامنه ]b, a− − f به صورت  ( x)− − ] باشد، دامنه تابع  ]a,b اگر دامنه تابع f به صورت 

] است. برد ]d, c− − f به صورت  ( x)− − ] باشد، برد تابع  ]c,d اگر برد تابع f به صورت 
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f(2k− است.  x)قرینه کنیم، ضابطه تابع جدید به صورت =x k  اگر نمودار تابع f را نسبت به خط 

2k− است. f(x) y= قرینه کنیم، ضابطه تابع جدید به صورت  k  اگر نمودار تابع f را نسبت به خط 

y f (x)= رسم نمودار تابع رسم نمودار تابع 
f را که بالای محور xها قرار دارد  ، آن قسمت از نمودار تابع y f (x)= y را در اختیار داشته باشیم، برای رسم نمودار تابع  f (x)= اگر نمودار تابع 

دست نخورده می گذاریم ولی آن بخشی از نمودار تابع f را که زیر محور xها قرار دارد را نسبت به محور xها قرینه می کنیم.
y قرار دارد. f (x)= A روی نمودار تابع  (x, y )′ y قرار داشته باشد، نقطه  f (x)= ,A(x روی نمودار تابع  y) توجه کنید که اگر نقطه 

y به صورت زیر است:  x= −2 2 به عنوان مثال، نمودار تابع 

y x= −2 2y x= −2 2

( )y f x= رسم نمودار تابع رسم نمودار تابع 

) به صورت زیر عمل می کنیم:  )y f x= y را در اختیار داشته باشیم، برای رسم نمودار تابع  f (x)= اگر نمودار تابع 
، نمودار تابع f را دست نخورده می گذاریم. (x )≥ 0  در سمت راست محور yها 

، نمودارتابع f را حذف کرده و به جای آن قرینۀ نمودار سمت راست را نسبت به محور yها رسم می کنیم. (x )< 0  در سمت چپ محور yها 

y به صورت زیراست: 
x

=
1 به عنوان مثال، نمودار تابع 

y
x

=
1

y
x

=
1

  y f (x)= y به کمک نمودار تابع  به کمک نمودار تابع  af (bx c) d= + + رسم نمودار تابع رسم نمودار تابع 
y به ترتیب زیر عمل می کنیم:  af (bx c) d= + + y را در اختیار داشته باشیم، برای رسم نمودار تابع  f (x)= اگر نمودار تابع 

الف( تاثیرات‌روی‌دامنه:
c باشد نمودار تابع را به اندازه c واحد به سمت  < c باشد، نمودار تابع را به اندازه c واحد به سمت چپ و اگر 0 > 11 تاثیر‌عدد‌ثابت‌c : اگر 0

راست منتقل می کنیم.
 ضرب می کنیم. )اگه‌‌bمنفی‌باشه‌نمودار‌تابع‌رو‌نسبت‌به‌محور‌‌yهم‌قرینه‌می‌کنیم.(

b
1 22 تاثیر‌ضریب‌x : طول تمامی نقاط را در 

ب( تاثیرات‌روی‌برد:‌
a ضرب می کنیم. )اگه‌‌aمنفی‌باشه‌نمودار‌تابع‌رو‌نسبت‌به‌محور‌xها‌هم‌قرینه‌می‌کنیم.( 33 تاثیر‌ضریب‌f :‌عرض تمامی نقاط را در 

d باشد، نمودار تابع را به اندازه d واحد به سمت  < 0 d باشد نمودار تابع را به اندازه d واحد به سمت بالا و اگر  > 44 تاثیر‌عدد‌ثابت‌d:‌اگر 0
پایین منتقل می کنیم.
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≥ را حل کرده و  + ≤m bx c n = کافی است که نامعادله  + +y af(bx c) d  باشد برای محاسبه دامنه تابع   m,n y= به صورت  f(x) 11 اگر دامنه تابع 

محدوده x را به دست بیاوریم. 

≥ را تشکیل داده و به  ≤m f(x) n = کافی است که نامعادله  + +y af(bx c) d  باشد، برای محاسبه برد تابع   m,n y= به صورت  f(x) 22 اگر برد تابع 

af(x)+ را به دست بیاوریم. d کمک آن محدوده 

= قرار دارد. + +y af(bx c) d ′− بر روی نمودار  +
x cA ( ,ay d)
b

y= قرار داشته باشد نقطه  f(x) A(x,y) روی نمودار تابع   اگر نقطه 

y af (bx c) d= + + y به کمک نمودار تابع  به کمک نمودار تابع  f (x)= رسم نمودار تابع رسم نمودار تابع 
y به ترتیب زیر عمل می کنیم:  f (x)= y را در اختیار داشته باشیم، برای رسم نمودار تابع  af (bx c) d= + + اگر نمودار تابع 

الف( تاثیرات‌روی‌برد:
d باشد، نمودار تابع  را به اندازه d واحد به سمت  < d باشد، نمودار تابع را به اندازه d واحد به سمت پایین و اگر 0 > 11 تاثیر‌عدد‌ثابت‌d : اگر 0

بالا منتقل می کنیم.
 ضرب می کنیم. )اگه‌‌aمنفی‌باشه‌نمودار‌تابع‌را‌نسبت‌به‌محور‌xها‌هم‌قرینه‌می‌کنیم.(

a
1 22 تاثیر‌ضریب‌f : عرض تمامی نقاط را در 

ب( تاثیرات‌روی‌دامنه:‌
b ضرب می کنیم. )اگه‌‌bمنفی‌باشه‌نمودار‌تابع‌را‌نسبت‌به‌محور‌xها‌هم‌قرینه‌می‌کنیم.( 33 تاثیر‌ضریب‌x : طول تمامی نقاط را در 

c باشد نمودار تابع را به اندازه c واحد به سمت  < c باشد، نمودار تابع را به اندازه c واحد به سمت راست و اگر 0 > 44 تاثیر‌عدد‌ثابت‌c : اگر 0
چپ منتقل می کنیم.

  

≥ را تشکیل داده و به  ≤m x n y= کافی است که نامعادله  f(x)  باشد، برای محاسبه دامنه تابع   m,n = به صورت  + +y af(bx c) d 11 اگر دامنه تابع 

bx)+ را به دست بیاوریم.  c) کمک آن محدوده 

≥ را حل کرده و  + ≤m af(x) d n y= کافی است که نامعادله  f(x)  باشد، برای محاسبه برد تابع   m,n = به صورت  + +y af(bx c) d 22 اگر برد تابع 

محدوده )f)x را به دست بیاوریم.

y= قرار دارد. f(x) ′− بر روی نمودار تابع  +
y dA (bx c, )
a

= قرار داشته باشد، نقطه  + +y af(bx c) d A(x,y) روی نمودار تابع   اگر نقطه 

ویژگی های اعمال جبری روی توابعویژگی های اعمال جبری روی توابع
gD باشند، در این صورت جمع، تفریق، ضرب و تفریق و ... این توابع را به صورت زیر تعریف می کنیم:  fD و  اگر توابع f و g به ترتیب دو تابع با دامنه های 

دامنهضابطهعملیات

f)جمع g)(x) f (x) g(x)+ = +f g f gD D D+ = 

f)تفریق g)(x) f (x) g(x)− = −f g f gD D D− = 

f)ضرب .g)(x) f (x).g(x)=f .g f gD D D= 

)تقسیم )f f (x)( )(x) ; g(x)
g g(x)

= ≠ 0{ }f f g
g

D D D x g(x)= − = 0

f)توان ) (x) f (x).f (x)=2
ff

D D=2

kf)ضرب‌در‌عدد )(x) kf (x)=kf fD D=
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اعمال جبری در نمایش زوج مرتبیاعمال جبری در نمایش زوج مرتبی

f بپرسند، به روش زیر عمل می کنیم:  g
± 

 × 
 ÷ 

اگر توابع f و g را به صورت زوج مرتبی به ما بدهند و از ما درباره اعمال جبری آن ها 

 ابتدا دامنه مشترک هر دو تابع f و g را به دست می آوریم. 
 سپس به ازای x مشترک آن ها، عمل جبری خواسته شده را فقط بر روی yهای آن ها انجام می دهیم.

به‌عبارت‌دیگر:‌ 	

(a,c) باشند، داریم:  g∈ ,a) و  b) f∈ اگر 

f 2kff
g

f .gf g+f g−gfتابع

(a, b )2(a, kb)(a b, )
c

(a, bc)(a, b c)+(a, b c)−(a,c)(a, b)زوج مرتب

مفهوم ترکیب توابع مفهوم ترکیب توابع 
اگر f و g دو تابع باشند، در این صورت، ترکیب این دو تابع را به صورت های زیر نشان می دهیم: 

) نمایش می دهیم. توجه داشته  )(fog)(x) f g(x)= : در این ترکیب، g را تابع درونی و f را تابع بیرونی می گوییم و آن را به صورت  (fog)(x)  11
باشید که این ترکیب به شرطی برقرار است که خروجی های تابع g در دامنه تابع f قرار داشته باشند. 

) نمایش می دهیم. توجه داشته  )(gof )(x) g f (x)= : در این ترکیب، f را تابع درونی و g را تابع بیرونی می گوییم و آن را به صورت  (gof )(x)  22
باشید که این ترکیب هم به شرطی برقرار است که خروجی های تابع f در دامنه تابع g قرار داشته باشند. 

محاسبه مقدار تابع مرکب محاسبه مقدار تابع مرکب 
اگر ضابطه و یا نمودار توابع f و g را در اختیار داشته باشیم به کمک آن ها می توانیم مقدار یک تابع مرکب را به دست بیاوریم.

x به دست  a= ، ابتدا از تابع درونی شروع کرده و مقدار تابع )g)x را به ازای  x a= (x)(fog) به ازای  : برای محاسبه مقدار تابع  (fog)(a)  11
می آوریم، سپس )a(g را به عنوان ورودی، وارد تابع بیرونی کرده و مقدار تابع )x(f را به ازای )g)a محاسبه می کنیم. مقدار به دست آمده همان حاصل 

(a)(fog) خواهد بود. 

x را وارد تابع )x(f کرده و )f)a را به دست  a= ، ابتدا  x a= gof) به ازای  )(x) : به طریق مشابه، برای محاسبه مقدار تابع  (gof )(a)  22
x محاسبه می کنیم. مقدار به دست آمده همان  a= می آوریم. سپس )a(f را به عنوان ورودی، وارد تابع )g)x می کنیم و مقدار تابع g را به ازای 

gof) می باشد. )(a) حاصل 

نمایش زوج مرتبی ترکیب توابع نمایش زوج مرتبی ترکیب توابع 
) خواهد بود. به عبارت دیگر:  , )ca fog∈ (b,c) باشند، در این صورت  f∈ ,a) و  b) g∈ اگر 
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ضابطه تابع مرکبضابطه تابع مرکب
حالت اول: تابع‌مرکب‌مجهول‌است.

g(x) را جایگذاری کنیم. fog را به دست بیاوریم، باید در تابع f، به جای تمامی xها، تابع  اگر ضابطه توابع f و g را داشته باشیم و بخواهیم ضابطه تابع 

f را جایگذاری کنیم. (x) gof را به دست بیاوریم، باید در تابع g، به جای تمامی xها، تابع  اگر ضابطه توابع f و g را داشته باشیم و بخواهیم ضابطه تابع

حالت دوم: تابع‌درونی‌مجهول‌است.

fog را در اختیار داشته باشیم و بخواهیم ضابطه تابع درونی )یعنی g( را به دست بیاوریم، به روش زیر عمل می کنیم:  اگر ضابطه توابع f و 
g(x) قرار می دهیم. 11 در تابع f به جای تمامی xها، 

g(x) را تنها می کنیم. fog برابر قرار می دهیم و با عملیات جبری،  22 عبارت به دست آمده در مرحله قبل را با ضابطه تابع 

حالت سوم: تابع‌بیرونی‌مجهول‌است.

fog را در اختیار داشته باشیم و بخواهیم ضابطه تابع بیرونی )یعنی f( را به دست بیاوریم به روش زیر عمل می کنیم:  اگر ضابطه توابع g و 
g(x) را برابر t قرار داده و به کمک عملیات جبری، x را برحسب t تنها می کنیم. 11 ابتدا تابع 

، به جای تمامی xها، x حاصل شده از مرحله قبل را جایگذاری می کنیم تا تابع f برحسب t حاصل شود. fog 22 سپس در تابع 
33 در نهایت در تابع f حاصل شده در مرحله قبل، به جای تمامی tها، x قرار می دهیم و ضابطه تابع f برحسب x را به دست می آوریم. 

دامنه تابع مرکبدامنه تابع مرکب
مراحل زیر را انجام می دهیم. fog دامنه‌تابع‌‌fog:‌ برای به دست آوردن دامنه تابع

g را به دست می آوریم. f و 11 دامنه توابع 
x به دست می آوریم. f قرار داده و با حل نامعادله حاصل شده، محدوده ای برای  g(x) را در محدوده دامنه تابع 22 ضابطه تابع

fog به دست بیاید. ، اشتراک می گیریم تا دامنه تابع g 33 در نهایت بین محدوده به دست آمده در مرحله قبل و دامنه تابع

( ){ }fog g fD = x D |g x D∈ ∈

gof مراحل زیر را انجام می دهیم. دامنه‌تابع gof : برای به دست آوردن دامنه تابع 
g را به دست می آوریم. f و 11 دامنه توابع 

x به دست می آوریم. g قرار داده و با حل نامعادله حاصل شده، محدوده ای برای  f(x) را در محدوده دامنه تابع 22 ضابطه تابع
gof به دست بیاید. ، اشتراک می گیریم تا دامنه تابع f 33 در نهایت بین محدوده به دست آمده در مرحله قبل و دامنه تابع

( ){ }gof f gD = x D |f x D∈ ∈

 f (x) x= توجه داشته باشید که دامنه توابع مرکب را همیشه با توجه به تعاریف آن به دست می آوریم و نه از روی ضابطه آن! به عنوان مثال توابع 1−
را در نظر بگیرید: g(x) x= −22 و 1

gofgof(x)=g(f(x)) ( x ) (x ) x D =R= − − = − − = − ⇒22 1 1 2 1 1 2 3

( ){ } [ ){ } [ )gof f g gofD = x D |f x D x , | x D ,⇒∈ ∈ = ∈ +∞ − ∈ = +∞1 1 1

است، در صورتی که دامنه واقعی آن با استفاده از تعریف به دست می آید که برابر  با توجه به ضابطه آن برابر gof همان طور که می بینید، دامنه
] است. ),+∞1

برد ترکیب توابعبرد ترکیب توابع
، به روش زیر عمل می کنیم: ( )fog (x) f (g(x))= g را داشته باشیم، برای به دست آوردن برد تابع  f و  اگر توابع 

( را به دست می آوریم. g(x) 11 ابتدا برد تابع درونی )در اینجا 
22 سپس مجموعه برد تابع درونی را به عنوان دامنه تابع f  در نظر می گیریم.

33 در نهایت برد تابع f  را ) با توجه به دامنه جدید آن( تعیین می کنیم ) این مرحله را معمولاً با روش رسم انجام می دهیم(
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مثال‌نموداریتعریف‌ریاضیتوضیحتابع

f افزایش صعودی (x) ، مقدار تابع x با افزایش
می یابد و یا اینکه ثابت می ماند.

f (x ) f (x )x x> ≥⇒1 22 1

 

f کاهش نزولی (x) ، مقدار تابع x با افزایش
می یابد و یا اینکه ثابت می ماند.

f (x ) f (x )x x> ≤⇒1 22 1

f همواره اکیداً‌صعودی (x) ، مقدار تابع x با افزایش
افزایش می یابد.

f (x ) f (x )x x> >⇒1 22 1

f همواره اکیداً‌نزولی (x) ، مقدار تابع x با افزایش
کاهش می یابد.

f (x ) f (x )x x> <⇒1 22 1

تابع‌ثابت
)هم‌صعودی‌و‌هم‌نزولی(

f همواره  (x) ، مقدار تابع x با افزایش
ثابت است.

f (x ) f (x )x x> =⇒1 22 1

 به تابعی که صعودی یا نزولی باشد، تابع یکنوا می گوییم.

 به تابعی که اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی باشد، تابع اکیداً یکنوا می گوییم.

 به تابعی که نه صعودی و نه نزولی باشد، تابع غیریکنوا می گوییم. به عبارت دیگر تابع غیریکنوا تابعی است که در دامنۀ تعریف خود در بازه هایی 

=  و.... در دامنۀ تعریف خود غیریکنوا هستند. ببینید....
1y
x

 ، =y cosx  ، =y sinx صعودی و در بازه هایی نزولی باشد، به عنوان مثال توابع 

امّا در  ، غیریکنوا است  ( ) دامنۀ خود y است که در  sin x= تابع نمودار  نمودار فوق، 

 ( ),π π− 2 2 زیرمجموعه هایی از دامنۀ خود می تواند یکنوا باشد به عنوان مثال این تابع در بازة

، تابعی نزولی است. ( ),π π3
2 2 صعودی و در بازة

‌یه‌چیزیو‌می‌دونستی؟‌چیو؟!‌

اینکه‌به‌تابعی‌که‌اکیداً‌صعودی‌باشه‌می‌تونیم‌بگیم‌صعودی‌هم‌هست‌یا‌اینکه‌به‌تابعی‌که‌اکیداً‌نزولی‌باشه‌می‌تونیم‌بگیم‌که‌نزولی‌هم‌هست‌ولی‌برعکسش‌رو‌اجازه‌نداریم‌که‌بگیم.‌

مثلاً‌اگر‌تابعی‌صعودی‌باشه‌اجازه‌نداریم‌که‌بگیم‌اکیداً‌صعودیه....‌)می‌دونم‌که‌می‌دونستی ( 

حالا‌بیاین‌که‌می‌خوایم‌یکنوایی‌تابع‌های‌معروف‌کتاب‌درسی‌رو‌با‌هم‌بررسی‌کنیم....‌
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نموداروضعیّت‌یکنواییفرمتابع

fخطّی (x) ax b= +

a اکیداً صعودی0<

     a اکیداً نزولی0>

درجه‌دوم

f (x) ax bx c= + +2

(a )>0

bx
a

≥ − اکیداً صعودی2

bx
a

≤ − اکیداً نزولی2

f (x) ax bx c= + +2

(a )<0

bx
a

≥ − اکیداً نزولی2

bx
a

≤ − اکیداً صعودی2

fرادیکالی (x) ax b= +

a اکیداً صعودی0<

    
a اکیداً نزولی0>

xنمایی‌ a
f (x) a ;

a

>
=

≠





0
1

a اکیداً صعودی1<

    
a< <0 اکیداً نزولی1

xلگاریتمی‌
a

x

f (x) log ; a

a

>
 >



=

≠






0
0
1

a اکیداً صعودی1<

      
a< <0 اکیداً نزولی1

fبراکتی (x) [ax b]= +
a صعودی0<

   
a نزولی0>

fقدرمطقی (x) ax b= +

bx
a

≥ اکیداً صعودی−

bx
a

≤ اکیداً نزولی−
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و‌امّا‌یه‌تابع‌خیلی‌مهم‌که‌این‌قدر‌اهمیتّش‌زیاده‌که‌گفتیم‌حسابش‌رو‌از‌بقیه‌جدا‌کنیم،‌رفقا‌این‌شما‌و‌این‌هم‌تابع‌هموگرافیک.‌

ax bf (x)
cx d

b c; ,ad c+ − ≠ ≠=
+

0 0

ad bc− >0ad bc− <0

 در دامنۀ تعریف خود غیریکنواست.
)d اکیداً صعودی است. , )

c
−∞ −  در بازة

)d اکیداً صعودی است. , )
c

− +∞  در بازة

 در دامنۀ تعریف خود غیریکنواست.
)d اکیداً نزولی است. , )

c
−∞ −  در بازة

)d اکیداً نزولی است. , )
c

− +∞  در بازة

شاید‌براتون‌سؤال‌باشه‌که‌اگه‌‌ad -bc=0بشه‌چه‌اتفاقی‌میفته،‌)عمراً‌اگه‌به‌ذهنت‌خطور‌کرده‌باشه‌ (.... 

= و دامنۀ
af(x)
c

، مقدار ad -bc برابر صفر باشد تابع f دیگر هموگرافیک نیست و تبدیل به تابعی ثابت با ضابطۀ  +
=

+
ax bf(x)
cx d

 اگر در تابع

− خواهد شد که این تابع در تمام دامنۀ خود، هم صعودی و هم نزولی بوده و نمودار آن به صورت مقابل است: 
−  
 



d
c

درگوشی: اگر از روی ضابطۀ تابع، بتونیم نمودار تابع  رو رسم کنیم، می تونیم یکنوایی اون تابع  رو توی هر بازه ای که می خوایم 

مشخّص کنیم. بریم چندتا تست با هم ببینیم که توی اونا از روش رسم برای تشخیص یکنوایی تابع استفاده کردیم....

 جدول پایین رو دریاب که بهت قول می دم خیلی از جاها به دردت می خوره.... 

f (x)g(x)f (x)−f (x) g(x)+(fog)(x)(gof )(x)

صعودیصعودیصعودینزولیصعودیصعودی

صعودیصعودینزولیصعودینزولینزولی

، هر دو نزولی اند. gof fog و ، یکی نزولی و دیگری صعودی باشد توابع g f و توجّه کنید که اگر از بین توابع

تابع یک به یک و بررسی نمایش های مختلف آنتابع یک به یک و بررسی نمایش های مختلف آن
تعریف: اگر f یک تابع باشد و به هر عنصر در برد دقیقاً یک عنصر از دامنه نظیر شود، آن تابع را یک به یک می نامیم. به عبارت دیگر، تابع f یک به یک 

است، هرگاه هر دو عنصر متمایز در دامنۀ تابع به دو عنصر متمایز در برد نظیر شوند. 

 ‌بررسی‌یک‌به‌یک‌بودن‌یک‌تابع‌در‌نمایش‌زوج‌مرتبی:‌

به تابعی که در زوج مرتب های متفاوت خود، مولفه دوم تکراری نداشته باشد، تابع یک به یک می گوییم. توجه داشته باشید که تابع یک به یک به خودی 
خود، یک تابع است، بنابراین در زوج مرتب های آن مولفه های اول نیز نباید با هم برابر باشند. 
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{ }f ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= − →−1 2 3 4 1 5 2 0 تابع یک به یک 
{ }g ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= − − − →3 1 0 2 1 1 2 3 تابع غیریک به یک 

 ‌بررسی‌یک‌به‌یک‌بودن‌یک‌تابع‌در‌نمایش‌نموداری:‌

اگر هر خط موازی محور xها نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند، آنگاه آن تابع، تابعی یک به یک است. 

غیریک به یکیک به یکغیر یک به یکیک به یکغیریک به یک

 ‌بررسی‌یک‌به‌یک‌بودن‌یک‌تابع‌در‌نمایش‌ضابطه‌ای:‌

اگر ضابطه یک تابع را داشته باشیم، برای بررسی یک به یک بودن آن می توان به روش های زیر عمل کرد: 
11 رسم‌نمودار‌تابع

 y x x= + −2 22 مفهوم‌یکنوایی: می دانیم که هر تابع اکیداً یکنوایی، یک به یک است )ولی عکس این مطلب، لزوماً برقرار نیست(. به عنوان مثال، تابع 1
از جمع دو تابع اکیداً صعودی تشکیل شده است. بنابرین این تابع اکیداً صعودی بوده و یک به یک است. 

x است، این تابع، یک به یک است. به  x=1 f بتوان نتیجه گرفت که 2 (x ) f (x )=1 2 ، از فرض  y f (x)= 33 مفهوم‌تابع‌یک‌به‌یک:‌اگر در تابع 
f داریم:  (x ) f (x )=1 2 .، با فرض  y x= +3 عنوان مثال، در تابع .1

f (x ) f (x )f (x ) x
x x x x x x

f (x ) x

= = + → ⇒ ⇒+ = + = =
= +

1 2
3

1 1 3 3 3 3
1 2 1 2 1 23

2 2

1
1 1

1 Æo 

 

، تابعی یک به یک است.  y x= +3 x است، بنابراین تابع 1 x=1 f به این نتیجه رسیدید که 2 (x ) f (x )=1 2 دیدید که از فرض 

محدود کردن دامنه یک تابع و ساخت تابع یک به یکمحدود کردن دامنه یک تابع و ساخت تابع یک به یک
تابع  مثال،  عنوان  به  ساخت.  آنها  از  یک به یک  تابعی  می توان  آن ها  دامنۀ  کردن  محدود  با  اما  نیستند  یک به یک  خود  دامنه  در  توابع  از  برخی 
) و یا هر زیرمجموعه ای از  , ]−∞ −1 ] یا  , )− +∞1 یک به یک نیست ولی با محدود کردن دامنه این تابع به بازه  ( ) f در دامنه خود  (x) x= +1

این دو بازه، تابعی یک به یک به دست می آید. 

h(x) x ; x= + ≥ −1 1f (x) x ; x= + ∈1   g(x) x ; x= + ≤ −1 1 

یک به یکغیر یک به یکیک به یک

f در حالت کلی یک به یک نیست ولی اگر دامنه این تابع را به بعد از رأس سهمی  (x) ax bx c ; a= + + ≠2 تابع درجه دوم )سهمی( با ضابطه 0

bx و 
a

≤ −
2

bx و یا 
a

≥ −
2

و یا قبل از آن محدود کنیم، تابعی یک به یک خواهیم داشت، به عبارت دیگر با محدود کردن دامنه این تابع به صورت 
یا هر زیرمجموعه ای از این دو محدوده، تابعی یک به یک به دست می آید.

bf (x) ax bx c ; x
a

= + + ≥ −2
2

f (x) ax bx c ; x= + + ∈2


by ax bx c ; x
a

= + + ≤ −2
2

یک به یکغیریک به یکیک به یک
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f در حالت کلی یک به یک نیست ولی اگر دامنه این تابع را به بعد از ریشه عبارت داخل قدرمطلق و یا قبل از  (x) ax b= + تابع قدرمطلقی به فرم 
آن محدود کنیم، تابعی یک به یک خواهیم داشت. 

bf (x) ax b ; x
a

= + ≥ −f (x) ax b ; x= + ∈
bf (x) ax b ; x
a

= + ≤ −

یک به یکغیر یک به یکیک به یک

x )و یا هر زیرمجموعه ای از این دو محدوده( یک به یک است.  b≥ x و یا  a≤ f در محدوده های  (x) x a x b , b a= − + − > تابع 

f (x) x a x b ; x b= − + − ≥f (x) x a x b ; x= − + − ∈f (x) x a x b ; x a= − + − ≤

یک  به  یکغیریک  به  یکیک  به  یک

a ) و هر زیرمجموعه ای از این دو محدوده( یک به یک است.  x b≤ ≤ f در محدوده  (x) x a x b ; b a= − − − > تابع 

f (x) x a x b ; a x b= − − − ≤ ≤f (x) x a x b ; x= − − − ∈

غیریک  به یکیک  به یک

، یک به یک است.  ( k ) , ( k ) ; kπ π − + ∈  
2 1 2 1

2 2
 f در هر یک از بازه های  (x) sin x= تابع 

، یک به یک است. [ ]k , (k ) ; kπ + π ∈1  f در هر یک از بازه ای  (x) cos x= تابع 

، یک به یک است. ( k ) , ( k ) ;kπ π − + ∈ 
 

2 1 2 1
2 2

 f در هر یک از بازه های  (x) tan x= تابع 

وارون یک تابع و تابع وارونوارون یک تابع و تابع وارون
اگر در نمایش زوج مرتبی یک تابع، جای مولفه اول و دوم را در همه زوج مرتب ها با هم عوض کنیم، مجموعۀ جدیدی به دست می آید که آن را وارون 

f نمایش می دهیم. توجه کنید که وارون یک تابع، ممکن است تابع نباشد. تابع f می گوییم و با 1−
{ }f ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= − −1 3 2 1 2 3 0 4  
{ }f ( , ), ( , ), ( , ), ( , )− = − −1 3 1 1 2 3 2 4 0  

f را تابع  همانطور که می بینید، وارون تابع f، تابع نمی باشد. حال، اگر وارون یک تابع، خود یک تابع باشد، آن گاه تابع f را وارون پذیر می گوییم و1−
وارون f می نامیم.
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 اگر f تابعی یک به یک باشد، در این صورت، وارون پذیر است و بالعکس، یعنی اگر تابعی وارون پذیر باشد می توان نتیجه گرفت که آن تابع یک به یک 

است. 

ویژگی های تابع وارونویژگی های تابع وارون

f برابر است.  f برابر است و همچنین برد تابع f نیز با دامنه تابع 1− 11 دامنه تابع f با برد تابع 1−
، متقارن هستند. (y x)= ، نسبت به نیمساز ناحیه اول و سوم  f 22 نمودار تابع f و تابع 1−

f قرار دارد، به عبارت دیگر: (b,a) روی نمودار تابع 1− ,a) روی نمودار تابع f قرار داشته باشد، در این صورت نقطه  b) 33 اگر نقطه 
(a, b) f (b,a) f −∈ ⇔ ∈ 1

  

به دست آوردن ضابطه تابع وارون به دست آوردن ضابطه تابع وارون 
f به روش زیر عمل می کنیم:  (x) برای به دست آوردن ضابطه تابع وارون تابع یک به یک 
f در نظر می گیریم.  11 ابتدا برد تابع )f)x را به دست می آوریم و به عنوان دامنه تابع 1−

f را به دست می آوریم.  (x)−1 ، x را برحسب y تعیین کرده و با تبدیل y به x ، ضابطۀ  y f (x)= 22 سپس از معادله 

  ff  --11 و   و  ff تقاطع توابع تقاطع توابع
f می توانیم به روش های زیر عمل کنیم:  برای پیدا کردن طول نقطه )نقاط( برخورد نمودار  f  و1−

y) قرار دارد، بنابراین برای پیدا کردن  x)= f روی نیمساز ناحیه اول و سوم  11 اگر تابع f صعودی باشد، در این صورت نقاط برخورد دو تابع f و1−
x را حل می کنیم.  f (x)= طول نقطه )نقاط( برخورد، معادله 

، طول نقطه  f (x) f (x)− =1 f را به دست می آوریم و سپس با حل معادله  22 اگر تابع f، تابعی صعودی نباشد، در این صورت، ابتدا ضابطه تابع 1−
، از روش رسم هندسی هم می توانیم استفاده کنیم.( f (x) f (x)− =1 )نقاط( برخورد را پیدا می کنیم. )توجه کنید که در این حالت، برای حل معادله 

 ترکیب یک تابع با وارون آن  ترکیب یک تابع با وارون آن 
، تابعی همانی خواهد بود.  f f باشد، در این صورت، ترکیب تابع f با تابع 1− اگر f تابعی وارون پذیر بوده و تابع وارون آن به صورت 1−

ff

f f

(fof )(x) x ; x D R

(f of )(x) x ; x D R

−

−

−

−

= ∈ =

= ∈ =

1

1

1

1

 

وارون ترکیب توابع وارون ترکیب توابع 
اگر f و g توابعی وارون پذیر باشند، در این صورت داریم: 

(f ) f− − =1 1 توجه داشته باشید که وارونِ وارون هر تابع با خود آن تابع برابر است، به عبارت دیگر: 

f f

f f

D R

R D
−

−

=

=

1

1

(fog) g of

(gof ) f og

(gof ) fog

− − −

− − −

− − −

=

=

=

1 1 1

1 1 1

1 1 1
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های گایز  

معرفی میکنم این شما و این هم فصل توابع نمایی و لگاریتمی ، یکی از جذاب ترین و شیرین ترین فصل های ریاضیه ، من که خودم به شخصه خیلی دوسش دارم 

 چون خیلی جمع و جور و خوش تسته و به قول اساتید هنر و سینما، فرم و محتوای خوبی داره خلاصه کمتر کسی در این کرُه خاکی پیدا میشه که بگه من با لوگ 

حال نمیکنم! 

 تا یادم نرفته اینم بگم که از این فصل در کنکور معمولاً 2 تا سؤال داریم که واقعاً هر چقدر هم بخوان سختش کنن باز میشه حلشون کرد پس حواست باشه حدود دو 

تا سؤال کنکورت اینجا خوابیده 

راستی بخش های ویژگی های لگاریتم ، معادلات نمایی و لگاریتمی و نمودار توابع نمایی و لگاریتمی جزء مهم ترین قسمت های این فصل هستن پس بزن بریم که دو 

تا سؤالمون رو شکار کنیم )شایدم بیشتر البت !!(

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

33232تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

1. ویژگی های لگاریتم
2. نمودار توابع نمایی

3. تابع نمایی

1. دامنه تابع لگاریتمی
2. معادله لگاریتمی
3. معادله نمایی

1. ویژگی های لگاریتم
2. تابع نمایی

1. دامنه تابع لگاریتمی
2. ویژگی های لگاریتم

3. نامعادله نمایی

1. ویژگی های لگاریتم
2. معادلات لگاریتمی
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معرفی تابع نمایی معرفی تابع نمایی 
خوب اول ببینیم به چه تابعی، تابع نمایی میگن؟ هر گردی گردو نیست، هر تابعی هم تابع نمایی نیست!

xf که در آن a یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد را یک تابع نمایی گوییم. (x) a=  هر تابع با ضابطه

xf ,(x a
a

)
a

 ≠

>
=

1
0

xy تابعی نمایی نیست چرا که پایه تابع نمایی نمی تواند  ( )= −1 xy و ... توابعی نمایی هستند اما تابع  ( )= 35  ، xy = 4  به عنوان مثال توابع 
مقداری منفی باشد.

  y=ay=axx نمودار تابع نمایی نمودار تابع نمایی
حالا بیاید توابع نمایی رو از همه جهات در دو حالت مختلف بررسی کنیم: وقتی که a بزرگ تر از یک هست. VS وقتی که a بین عدد یک و صفر هست!

<aوضعیت 1a< <0 1

نمودار

دامنه

)برد ),+∞0( ),+∞0

وضعیت یکنوایی
اکیداً صعودی و یکنوا

x x f (x ) f (x )> ↔ >2 1 2 1

اکیداً نزولی و یکنوا

x x f (x ) f (x )> ↔ <2 1 2 1

یک به یک و وارون پذیریک به یک و وارون پذیروضعیت یک به یک بودن

برخوردی نداردبرخوردی نداردوضعیت نسبت به محور x ها

وضعیت حدی
x

x

lim f (x)

lim f (x)

→+∞

+
→−∞

= +∞

= 0

x

x

lim f (x)

lim f (x)

+
→+∞

→−∞

=

= +∞

0

) محور y ها را قطع می کندوضعیت نسبت به محور yها ),01 ها را قطع می کنددر نقطه  y محور ( ),01 در نقطه 

۱

نامعادلات نماییمعادلات نماییتوان های حقیقینمودار تابع نماییمعرفی تابع نمایی

تیپ ٣تیپ ٢تیپ ١مقایسه نمودارهای توابع نمایی
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 ax < 0 :می توان نتیجه گرفت که توابع نمایی همواره مثبت هستند به عبارت دیگر ax با توجه به نمودار تابع 

1
1  خط y=0 مجانب افقی نمودار تابع y=ax است به عبارتی در حالت کلی تر خط y=d مجانب افقی نمودار تابع y=Kaf(x) +d است.

 نمودار توابع با ضابطه های y=ax  و a ≠ 1 ,  a < 0)  y=a-x (، نسبت به محور y ها  قرینه  اند.

 : h(x)=cx و  g(x)=bx و f(x)=ax مقایسه نمودارهای 

)

x f (x)

f (x)

g

g(x)

g(x

)

h(x)

h(x

(

x)

h(f x( )x) xx

> → > >


= → = =
 < → < <

=

0
0
0

1

به عبارت دیگر در x های مثبت هر چه پایه بزرگ تر باشه، نمودار تابع بالاتر قرار میگیره و در x های منفی، هر چه پایه بزرگ تر باشه نمودار تابع پایین تر قرار 

می گیره. یه تست در این مورد با هم ببینیم!

 در تابع با ضابطه a ≠ 1 ,  a < 0) y=ax(، اگر طول نقاط تشکیل یک دنباله حسابی با قدر نسبت d بدن عرض 

نقاط یک دنباله هندسی با قدر نسبت q =ad تشکیل میدن. به عبارتی: 

 به عنوان مثال برای تابع  y = 3x داریم:

توان های حقیقی و فرمول های دوست داشتنی شون!توان های حقیقی و فرمول های دوست داشتنی شون!
اگر a و b دو عدد حقیقی مثبت و مخالف یک و x و y دو عدد حقیقی باشند، داریم: 

44  ( ) ( )y xx y xya a a= =33  x
xa

a
− =

1
22  x y x ya .a a +=11  a =0 1

88  
x

x x
x

a b b( ) ( )
b aa

− = =77
 x

x y
y

a a
a

−=66  
x

x
x

a a( )
b b

=55
 
( )x x xab a .b=

 دو تا رابطه مقابل رو رفتیم از سال دهم براتون آوردیم:

<<

> < < < < < <

< << < < <

2 33

3 2 3

... a a a a a ...

... a a a a a ...0 a 1 :

a 1:

معادلات نمایی معادلات نمایی 
 به معادله ای که در اون متغیر )مجهول( توی توان باشه، معادله نمایی میگیم. 

f تبدیل می شوند و یا به عبارتی سعی کرده ایم  (x) g(x)a a=  تیپ 1 معادله نمایی: معادلاتی که بعد از ساده سازی توسط قوانین توان ها، به فرم 

که در دو طرف تساوی، پایه ها را یکسان کنیم.
 برای حل این نوع از معادله ها، بعد از اینکه پایه های دو طرف تساوی رو یکی کردیم، پایه ها رو از دو طرف حذف می کنیم و توان ها رو باهم برابر 

1 )مفهوم مجانب ها خارج از حیطه کتاب درسی است ولی دانستن آن برای حل سؤالات نموداری این بخش خالی از لطف نیست!!!(

d

d

q a

=


= = =
2

2

3 9
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قرار میدیم، یعنی:
f (x) g(x) f (x) g(x)a a =⇔=

xt استفاده کنیم و پس از محاسبه مقدار t، با حل  a= تیپ 2 معادله نمایی: در برخی از معادلات نمایی لازم است برای حل معادله از تغییر متغیر

، مقدار x را به دست آوریم. xt a= معادله
تیپ 3 معادله نمایی: توی حل بعضی از معادلات میتونیم با استفاده از روش هندسی و رسم نمودار، مسئله رو به جواب برسونیم به خصوص وقتی 

که از ما تعداد جواب ها رو بخوان. حالا رخ کار رو ببین...

نامعادلات نمایینامعادلات نمایی
 اگرa  عدد حقیقی مثبت و مخالف یک باشد آنگاه نامعادلاتی که در آن ها متغیر )مجهول( در توان قرار گرفته باشد را نامعادلات نمایی می نامیم. 

به تعریفش خوب دقت کن! یه بار دیگه از اول بخون!

f داریم:  (x) g(x)a a> برای حل نامعادلات نمایی به فرم 

  به عبارتی اگر در دو طرف نامساوی، پایه ها بیشتر از یک بود، پایه ها رو حذف می کنیم و به علامت نامساوی هم دست نمی زنیم ولی اگر پایه ها در 
دو طرف نامساوی بین صفر و یک باشه، پایه ها رو حذف می کنیم و علامت نامساوی رو هم عوض می کنیم. مثال رو ببین:

( ) ( )
( ) ( )

x

x
/ /

x

x

> >

> <

⇒

⇒

3

3

5 5 3

01 01 3

۲

نامعادلات لگاریتمیمعادلات لگاریتمیویژگی های لگاریتمنمودار تابع لگاریتمیدامنه تابع لگاریتمیمعرفی

تیپ ٢مقایسه نمودارهای توابع لگاریتمی تیپ ۴تیپ ٣تیپ ١

معرفی تابع لگاریتمیمعرفی تابع لگاریتمی
) است. )f −1 xf یک به یک است و از این رو دارای تابع وارون  (x) a= ، تابع نمایی ( )a ,a> ≠0 1  اگر a عددی مثبت و مخالف یک باشد 

x نشان می دهیم و آن را لگاریتم x در مبنای a می نامیم، )یعنی هر تابع 
af (x) log− =1 xf را به صورت  (x) a=  وارون تابع نمایی با ضابطه 

لگاریتمی، وارون یک تابع نمایی است و بالعکس( به عبارت دیگر: 

x
a

xf (x) f (x la ) og−= =⇔ 1

 برای به دست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع، در معادله x ،y=f(x) را برحسب y محاسبه می کنیم، سپس با جابه جا کردن y و x ضابطه تابع  

f -1 (x) را به دست می آوریم. به مثال زیر توجه کنید: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x

y x
x yy

f (x) log y log

log y x x x f (x)

− −

− −
− −− −

= − = −

+ +
= − = − = + = =

⇒

⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒

3 2 3 2
5 5

3 33 2 33 1
5

3 3

5 2 5 23 5 3 2 3 5 2
3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x

y x
x yy

f (x) log y log

log y x x x f (x)

− −

− −
− −− −

= − = −

+ +
= − = − = + = =

⇒

⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒

3 2 3 2
5 5

3 33 2 33 1
5

3 3

5 2 5 23 5 3 2 3 5 2
3 3

f (x) g(x) : f (x) g(x)
a a

: f ( (

a

a x) g x)

> >> ⇒ 
< < <

1
0 1
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دامنه تابع لگاریتمی دامنه تابع لگاریتمی 

، باید شروط زیر را بررسی کنیم:  )
g( )
f (x

xy log= برای به دست آوردن دامنه تابع

)مبنای لگاریتم یک نباشه( g(x) ≠ 1 33 )مبنای لگاریتم مثبت باشه(   g(x) >0 22 f )عبارت جلوی لگاریتم مثبت باشه(   (x) >0 11

پس از حل نامساوی های بالا، برای به دست آوردن دامنه، بین جواب های به دست آمده اشتراک می گیریم، به عبارتی دیگر: 

log(ax+b) به صورت )k,∞-( یا به صورت )∞+,k( باشد، x=k ریشه عبارت )ax+b( است.
c  هرگاه دامنه تابع 

      ) ) aalog log xx( نمودار تابع لگاریتمی )نمودار تابع لگاریتمی

توابع لگاریتمی، وقتی که a بزرگ تر از یک هست. VS وقتی که a بین عدد یک و صفر هست!

<aوضعیت 1a< <0 1

نمودار

)دامنه ),+∞0( ),+∞0

برد

وضعیت یکنوایی
اکیداً صعودی و یکنوا

x x f (x ) f (x )> ↔ >2 1 2 1

اکیداً نزولی و یکنوا
x x f (x ) f (x )> ↔ <2 1 2 1

یک به یک و وارون پذیریک به یک و وارون پذیروضعیت یک به یک بودن

) محور x ها را قطع می کندوضعیت نسبت به محور x ها ),10 ) محور x ها را قطع می کنددر نقطه ),10 در نقطه

برخورد نداردبرخورد نداردوضعیت نسبت به محور y ها

xوضعیت حدی

x

lim f (x)

lim f (x)
+

→+∞

→

= +∞

= −∞
0

x

x

lim f (x)

lim f (x)
+

→+∞

→

= −∞

= +∞
0

سه تا نکته مهم دربارۀ توابع لگاریتمی:

 با توجه به نمودار توابع لگاریتمی می توان نتیجه گرفت که لگاریتم اعداد منفی تعریف نمی شود.

1
 . 1 y=log(bx+c) است

a  = x ، مجانب قائم نمودار تابع b
c_ __ است به عبارتی در حالت کلی تر خط logx

a مجانب قائم نمودار تابع x=0 خط 

y=logx وارون یکدیگر هستند پس می توان گفت: 
a  با توجه به اینکه تابع نمایی y=ax  و تابع لگاریتمی 

1 همان طور که قبلًا هم اشاره کردیم، مفهوم مجانب ها خارج از حیطه کتاب درسی رشته تجربی است اما دانستن آن برای حل سؤالات نموداری این بخش می تواند کمک کننده باشد. 

{ }(
g( y
f x)

x)y ( glog xD : ,f ( ))x x ), g(x= > > ≠00 1
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 اگر  a < 1 باشد، تحت شرایط خاصی که خارج از مفاهیم کتاب درسی است می توانند متقاطع 

باشند. ولی برای درک بهتر نمودارهای این دو تابع، دو نمودار را غیر متقاطع رسم کرده ایم .

نقطه  یک  در  آن  وارون  و  تابع  باشد،   0  >  a  >  1 اگر   

متقاطع اند. 

: g(x)=logx
b و f(x)=logx

a  مقایسه نمودارهای توابع  

(

x

g

f (x)

f (x

g(x)

g x

(

)

)

)

f x)

x

x (x

> → >


= → =
 < < → <

1
1

0 1

به عبارت دیگر در  x < 1 هر چه مبنا بزرگ تر باشه، نمودار اون پایین تر قرار می گیره و در  x > 1 < 0 ، هر چه مبنا بزرگ تر باشه نمودار اون بالاتر قرار می گیره.

y=logx ، اگه طول نقاط تشکیل یک دنباله هندسی با قدر نسبت q بدن، عرض نقاط یک دنباله 
a  در تابع با ضابطه 

d=logq تشکیل میدن به عبارتی: 
a حسابی با قدر نسبت

y=logx داریم:  
  به عنوان مثال برای تابع 2

ویژگی های لگاریتم  ویژگی های لگاریتم  
اصلی ترین و مهم ترین ویژگی لگاریتم را می توان از تعریف لگاریتم استخراج کرد که به قانون چرخش مبنا هم معروف است. به عبارتی: 

در جدول زیر تعدادی از ویژگی های لگاریتم را معرفی کرده ایم )با فرض اینکه لگاریتم ها بامعنی هستند(: 

ویژگیمثال

log =1
3 0alog =1 0

log =2
2 1a

alog =1

log log log= = =
3125 5 5

5 5 53 3
n b

a a
bl g no log=

( )/log log log
− −

= = = −
2

1
2

001 10 10
1010

10

2 41
2

m

n
b
aa

bl g m
n

o log=

q
a

q

d log log

=


= = =
2
2

2

1

a
cb bclog a= ⇔ =
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log log log log+ = = =
6
1
2

4 16 64 2
2 2 2

2
12c

a
b

a
bc

alog log log= +

log log log log− = = =
52

52 13 4132 2 22 2a
( b
a a

b
c

) clog log log= −

loglog
log

=
3

3
4 4 a)تغییرمبنا به 10(

c

b
a
b clog

log
log

= )تغییرمبنا( 

log log( ) ( ) ( )= = =
2 81

3 3 481 2 2 4
b c
a alog logc b=

( )log log log log log log× × = × × − = −
1

3 7 3 7 242 2 3 7493
2 2b m m

a anb
clog log ... log log× × × =

log
log

=2
3 3

2

1
a

b

b
alog

log
=

1

 loga
10 =log a :لگاریتم در مبنای 10 را لگاریتم اعشاری می نامیم، در این حالت معمولًا مبنای لگاریتم را نمی نویسیم، یعنی 

 چندتا لوگ باهم حفظ کنیم...

/ / /log log log log log log log• • • •= − = − •2 1 5 5 1 2 2 0 3 3 0 5 5 0 7  

معادلات لگاریتمی معادلات لگاریتمی 
منظور از حل معادله لگاریتمی، پیدا کردن مقدار )مقادیری( برای مجهول معادله است که در معادله اصلی صدق کند. برای این کار: 

11 اول با استفاده از ویژگی های لگاریتم، معادله داده شده رو تا حد امکان ساده می کنیم.
22 بعدش با یکی از روش هایی که در ادامه میگم بهتون معادله به دست آمده رو حل می کنیم و جواب )جواب های( معادله رو پیدا می کنیم.

33 آخرش جواب )جواب های( به دست آمده رو در معادله اصلی قرار میدیم و اونا رو آزمایش می کنیم، اگر جواب ها توی دامنه لگاریتم قرار نداشته 
باشن، میندازیمشون دور 

x
g(x

( )
)

fl g

)

(g x

(

)

)

o

f x

g(x




 ≠

>

>

 1

0
0

f تبدیل می شوند و یا به عبارتی در دو طرف تساوی، لگاریتم های هم مبنا داریم. (x) g(x)
a alog log= تیپ 1: معادلاتی که بعد از ساده سازی به فرم 

f رو حل می کنیم، یعنی:  (x) g(x)= برای حل این معادله، لگاریتم های هم مبنا رو از دو طرف تساوی حذف کرده و معادله 

gf (x) )
a a

(x f (x ,l aog log , f () x)( ,g x) g a(x)= ⇔ = > ≠0 1

f تبدیل می شوند. (x)
alog b= تیپ 2: معادلاتی که بعد از ساده سازی به فرم 

برای حل این معادله، به کمک قانون چرخش مبنا، معادله رو به یک معادله نمایی تبدیل کرده و اون رو حل می کنیم، یعنی: 

x) b
a
f ( (l f x) f (x),og a ,a ab= > ≠⇔ = 0 1

، به یک معادله جبری )معمولاً درجه 2( تبدیل می شوند. f (x)
alog t= تیپ 3: معادلاتی که  با تغییر متغیر 

 برای حل این نوع از معادله ها، اول با استفاده از تغییر متغیر مناسب، معادله را به یک معادله جبری تبدیل می کنیم و بعدش با حل معادله جبری، 
مقدار t رو به دست میاریم که با مشخص شدن t، مقدار x هم به دست میاد.
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تیپ 4: در حل برخی از معادلات، باید از دو طرف معادله در یک مبنای مشخص لگاریتم بگیریم به عبارتی: 

f (x)

a
bf (x)

a
ba

a aa log lo (g logx)b f= → = ⇒ =
nj Á»IvU »j pHýoö  

´ÄoÃ¬Â¶ ´TÄI«² ÁI¹L¶

نامعادلات لگاریتمی نامعادلات لگاریتمی 
برای حل یک نامعادله لگاریتمی: 

11 ابتدا دامنه لگاریتم )لگاریتم ها( را مشخص می کنیم.
22 نامعادله لگاریتمی را تا حد امکان با استفاده از روابط و ویژگی های لگاریتم ساده کرده و با توجه به روابط زیر، مجموعه جواب نامعادله را پیدا می کنیم.

33 از جواب های به دست آمده در مرحله 1 و 2 اشتراک می گیریم.

( )a
f (x g(x
a

) )
g

,
f (x)

f (x)
f (x

)
g

(

)
log l

)
o

x
g(x)

g
a, , a

(x
•

<
> ≠

>
> 0 1

loga ، باید a  یا همون عبارت جلوی لگاریتم رو بین دو توان صحیح و متوالی از b قرار بدیم به طوری که: 
b برای تعیین محدوده 

k k a
bb a b k log k+< < → < < +1 1  اگر b < 1 باشه  

k k a
bb a b k log k−< < → − < <1 1  اگر b > 1 < 0 باشه  

برای رسم نمودار توابع نمایی و لگاریتمی می توانیم با استفاده از ویژگی های تبدیل و انتقال نمودارها، نمودار توابع نمایی را به کمک نمودار تابع

، رسم کنیم. x
ay log= xy و نمودار توابع لگاریتمی را به کمک نمودار تابع a=

در جدول زیر خلاصه ای از خواص و ویژگی های تبدیل و انتقال نمودارها آورده شده است. 

نمودار جدید
( )a,k > 0

توضیحات و نحوه رسم

( )f x a+.ها به سمت چپ منتقل می کنیم x واحد در راستای محور a را به اندازه f نمودار تابع

( )f x a−.ها به سمت راست منتقل می کنیم x واحد در راستای محور a را به اندازه f نمودار تابع

f (x) a+.ها به سمت بالا منتقل می کنیم y واحد در راستای محور a را به اندازه f نمودار تابع

f (x) a−.ها به سمت پایین منتقل می کنیم y واحد در راستای محور a را به اندازه f نمودار تابع

f ( x)−.ها قرینه می کنیم y را نسبت به محور f نمودار تابع

f (x)−.ها قرینه می کنیم x را نسبت به محور f نمودار تابع

f ( x)− نمودار تابع f را ابتدا نسبت به محور x ها و سپس نسبت به محور y ها قرینه می کنیم )قرینه نسبت به مبدأ مختصات(−

f (kx)
k  منقبض )فشرده( می کنیم.1<

k
1 نمودار تابع f را در راستای محور x ها با ضریب 

k< <0 k منبسط )کشیده( می کنیم.1
1

نمودار تابع f را در راستای محور x ها با ضریب 

( ))
a

b
x

b

f ( , ,
f (x)

f (x)

f (

alo

x)

a
a

a

g b• >

<

≠
>

> 0 1
a >1

a< <0 1

a >1

a< <0 1

۴
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kf (x)
k نمودار تابع f را در راستای محور y ها با ضریب k منبسط )کشیده( می کنیم.1<

k< <0 نمودار تابع f را در راستای محورy ها با ضریب k منقبض )فشرده( می کنیم.1

f (x).ها قرینه می کنیم x ها قرار دارد را نسبت به محور x را رسم کرده و سپس هر آنچه زیر محور f ابتدا نمودار تابع

( )f x ها قرار دارد را حذف کرده و در نهایت قسمتی از نمودار که y را رسم کرده و سپس هر آنچه در سمت چپ محور f ابتدا نمودار تابع
در سمت راست محور y ها قرار دارد را در سمت چپ کپی می کنیم.

۵

توابع نمایی و لگاریتمی کاربردهای فراوانی دارند که از آن ها می توان به محاسبه نیمه عمر عناصر رادیواکتیو، محاسبه شدت زلزله، برآورد مقدار یک 
ماده بعد از گذشت مدت معین و ... اشاره کرد.

الف( مقدار یک ماده بعد از گذشت مدت زمان مشخص الف( مقدار یک ماده بعد از گذشت مدت زمان مشخص 
A0 بعد از گذشت m واحد زمانی k برابر شود، مقدار آن بعد از t واحد زمانی از رابطه زیر به دست می آید:   اگر مقدار اولیه 

             
مقدار در لحظه شروع A= 0

مقدار پس از گذشت t واحد زمانی f (t)=  

ب( مسائل مربوط به زمین لرزه ب( مسائل مربوط به زمین لرزه 
 ریشتر، مقیاسی برای اندازه گیری بزرگی زمین لرزه است که میزان انرژی آزاد شده در زلزله را نشان می دهد. اگر بزرگی زلزله ای برابر M در مقیاس 

ریشتر باشد، انرژی آزاد شده آن زلزله برابر E در واحد ارِگ )Erg( است که از رابطه زیر به دست می آید: 

/ / Ml Eog = +11 8 1 5

 به عنوان مثال مقدار انرژی آزاد شده در یک زلزله 6/6 ریشتری برابر است با: 
/

/ / / /log E ( ) E Erg= + = ⇒ = 21 711 8 1 5 6 6 21 7 10

 نسبت انرژی دو زمین لرزه با شدت M1 و M2 ریشتر برابر است با: 
( )/ M ME E

, M M log
E E

−
= − =2 11 52 2

2 1
1 1

210
3

m
t

Af (t) k= 0
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خب رسیدیم به چغر و بد بدن ترین فصل ریاضی  

نترس اصلاً نمیخواد نگران باشی با فن هایی که قراره در این فصل یاد بگیری میتونی مثلثات رو شیش هیچ ببری  . فقط تا آخر فصل باهام همراه باش تا بهت یاد بدم چطوری 

میتونی مثلثات رو به برگ برنده خودت در کنکور تبدیل کنی...

 میدونستی از این فصل در کنکور 3 تا 4 تست میاد؟!   تازه فرمول هاش در فصل حد و پیوستگی هم خیلی به کار میاد، یهو دیدی در کنکور  یک سؤال از حد دادن که باید یک سری 

) رابطه های مثلثاتی رو بلد باشی تا بتونی حلش کنی پس خیلی خوب یادش بگیر ) یک بچه مازی هیچوقت باخت نمیده

راستی اتحادها و روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا، نمودارها و معادله های مثلثاتی مهم ترین ها هستن، من جای تو بودم با یک چشم دیگه نگاشون میکردم 

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

43334تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

1. نسبت های مثلثاتی 
2. روابط مثلثاتی مجموع و 

تفاضل زوایا )2 سؤال(

3. معادلات مثلثاتی

1. روابط مثلثاتی مجموع و 
تفاضل زوایا

2. اتحادهای مثلثاتی
3. معادلات مثلثاتی

1. روابط مثلثاتی مجموع و 
تفاضل زوایا

2. نمودار توابع مثلثاتی
3. معادلات مثلثاتی

1. روابط مثلثاتی 
مجموع و تفاضل زوایا

2. نمودار توابع مثلثاتی
3. معادلات مثلثاتی

1. روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا 
2. کاربرد مثلثات )مساحت 

مثلث(

3. نمودار توابع مثلثاتی
4. معادلات مثلثاتی
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واحدهای اندازه گیری زاویهواحدهای اندازه گیری زاویه
برای گزارش اندازه زاویه، واحدهای مختلفی وجود دارد که پرکاربردترین آنها واحدهای درجه و رادیان است.

 تعریف درجه: اگر محیط دایره ای را به 360 قسمت مساوی تقسیم 
کنیم، اندازه زاویه مرکزی روبه رو به هر کدام از این قسمت ها، برابر 

1 درجه است.

 تعریف رادیان: در هر دایره دلخواه به شعاع r، اگر طول کمان 
روبه رو به زاویه مرکزی با شعاع دایره برابر باشد، اندازه زاویه مرکزی 

برابر یک رادیان خواهد بود.

‌برای‌نمایش‌یک‌زاویه‌برحسب‌رادیان،‌معمولًا‌از‌نماد‌‌radاستفاده‌می‌کنیم.
 ˆAB r AOB rad= ⇒ =1

رابطه بین رادیان و درجهرابطه بین رادیان و درجه

R اندازه همان زاویه برحسب رادیان باشد آنگاه:  D اندازه زاویه برحسب درجه و اگر

π ضرب می کنیم و برای تبدیل یک زاویه برحسب رادیان به درجه، اون رو در
°180

یعنی برای تبدیل یک زاویه برحسب درجه به رادیان اون رو در

° ضرب می کنیم. هرچیزی گفتیم توی چرخه زیر خلاصه شده:
π

180

طول کمانطول کمان
) روبه رو به آن زاویه، رابطه زیر برقرار  ) θ برحسب رادیان و طول کمان ، بین اندازه یک زاویه مانند r همواره در یک دایره به شعاع

است. )حواست باشه که θ برحسب رادیانه(

D R
=
π°180

( )
rθ=
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۲

معرفی نسبت های مثلثاتیمعرفی نسبت های مثلثاتی
ABC داریم: برای زاویه حاده α در مثلث قائم الزاویه

  
                       

‌با‌توجه‌به‌نسبت‌های‌مثلثاتی‌تعریف‌شده‌و‌نیز‌با‌توجه‌به‌مثلث‌قائم‌الزاویه‌مقابل،‌اگر‌دو‌زاویه‌متمم‌هم‌باشند‌)α+β=90°(‌داریم:

t

sin cos

cos sin

an cot

cot tan

β

β
α

=


=

=

β

α

+
β

β

α

α

α

⇒ 
=

=


°



90

‌به عنوان مثال:

sin cos ( )° °= °° =°+8 81 010 9000

tan cot ( )° °= °° =°+1 17 575 9055

نسبت های مثلثاتی زوایای معروفنسبت های مثلثاتی زوایای معروف

π2π3
2

ππ
2

π
3

π
4

π
6

رادیان0

درجه°360°270°180°90°60°45°30°0

0-1013
2

2
2

1
20sin

10-101
2

2
2

3
2

1cos

31ت.ن0ت.ن0
3
30tan

03ت.ن0ت.ن
cotت.ن313

C
ta BC

A
n

α
= =

α
α

®MI£¶Í±ò

n»I\¶ Í±òB
s n Bi C

A
α

= =α
®MI£¶ Í±ò

oU»

ACcos
AB

α
α = =

n»I\¶ Í±ò

oU» C
co AC

B
t

α
= =

α
α

n»I\¶Í±ò

®MI£¶Í±ò
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به دست آوردن مساحت مثلثبه دست آوردن مساحت مثلث
در هر مثلث اگه طول دو ضلع مثلث و اندازه زاویه بین اونا رو داشته باشیم به راحتی میتونیم مساحت مثلث رو به دست بیاریم:

مساحت متوازی الاضلاعمساحت متوازی الاضلاع
در هر متوازی الاضلاع اگر اندازه دو ضلع و زاویه بین آنها را داشته باشیم، مساحت متوازی الاضلاع برابر است با:

ABCD sAH DS AD iC DC n× × α×= =

‌در‌هر‌چهارضلعی،‌اگر‌اندازه‌قطرها‌و‌زاویه‌بین‌دو‌قطر‌را‌داشته‌باشیم‌مساحت‌آن‌برابر‌است‌با:

ABCD AS B sinC D× α= × ×
1
2

مثلث متساوی الاضلاع و شش ضلعی منتظم:مثلث متساوی الاضلاع و شش ضلعی منتظم:
، ارتفاع وارد بر هر ضلع، میانه و نیمساز نیز می باشد و اندازه آن برابر است با:  a الفالف در مثلث متساوی الاضلاع به ضلع

a برابر است با:   بب مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع

a پدید می آید بنابراین مساحت شش ضلعی منتظم  ، شش مثلث متساوی الاضلاع به ضلع a پپ با رسم قطرهای بزرگ شش ضلعی منتظم به ضلع
a برابر است با:     به ضلع

ABC ˆS bcsinA=
1
2 ABC ˆS acsin B=

1
2 ABC ˆS absin C=

1
2

AH a=
3
2

S a= 23
4

S a a
 

= × =  
 

22
4

3 3
2

36
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: a تت در شش ضلعی منتظم به ضلع

رابطه شیب خط با تانژانت زاویهرابطه شیب خط با تانژانت زاویه
α زاویه ای باشد  شیب هر خطی که محور افقی را قطع می کند با تانژانت زاویه بین آن خط و جهت مثبت محور افقی برابر است، به عبارت دیگر اگر

که خط با جهت مثبت محور افقی می سازد آنگاه:
                                       

    

 با داشتن شیب خط )m( و مختصات یک نقطه از آن )xA , yA(، می توان معادله آن خط را به صورت زیر تشکیل داد:

A Ay ( xmy x )− = −

۴

( )
2
π
± α و ( )3

2
π
± α( )( )−α

معرفی دایره مثلثاتیمعرفی دایره مثلثاتی
A شروع  دایره مثلثاتی، دایره ای به مرکز مبدأ مختصات و به شعاع 1 است. با توجه به شکل زیر، اگر از نقطه
کنیم و روی محیط دایره و در خلاف جهت عقربه های ساعت حرکت کنیم زاویه های مثبت ایجاد می شود و اگر 
θ زاویه ای با علامت  در جهت عقربه های ساعت حرکت کنیم زوایای منفی تولید می شوند. در شکل مقابل زاویه

α، زاویه ای با علامت منفی است. مثبت و زاویه
− را روی دایره مثلثاتی نشان داده ایم: °200 45° و مثال: در شکل های زیر، زوایای

               

= طول قطر بزرگ a2طول قطر کوچک = a3

B A

B A

ym

t

y y

x
an

x

y

x x
− = = −


α = =

∆

∆
α

∆

α
∆

®MI£¶ Í±ò

n»I\¶ Í±ò

⇒ am شیب خط t n= = α
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OP با محور x ها می سازد. با استفاده از مفهوم نسبت های 


α زاویه ای است که نیم خط P(x نقطه ای دلخواه روی دایره مثلثاتی باشد و , y) فرض کنید
مثلثاتی داریم:  

PM PM (I)
OPO

o
P M :

OM OM (II)
O

sin PM

c s OM
P

∆
 = = =

 = = =

α

α


1

1

                         

HAH AHO
H

taA : A
O

nH
∆

= = =α
1

                                 

HBH BHO BH :
O

co
H

t B
∆ ′ ′

′ = = =
′

′α
1

                                

)P می باشد  , )scos inα α P روی دایره مثلثاتی دارای مختصاتی به صورت II می توان به این نتیجه رسید که هر نقطه مانند I و با استفاده از روابط
به این نتیجه می رسیم که: OPM که با استفاده از رابطه فیثاغورس در مثلث قائم الزاویه

((OP) (PM) (O cossM i )() n )= + ⇒ α+α =2 2 22 2 1

علامت نسبت های مثلثاتی در دایره مثلثاتیعلامت نسبت های مثلثاتی در دایره مثلثاتی
در دایره مثلثاتی، دو محور عمود بر هم، صفحه را به چهار قسمت تقسیم می کنند و هر یک از این قسمت ها را یک ناحیه مثلثاتی یا یک ربع مثلثاتی 

می نامیم. با توجه به دایره مثلثاتی علامت نسبت های مثلثاتی را در هر یک از نواحی به صورت زیر مشخص می کنیم:

انتهای کمانα در ناحیه اول

° < α < °0 درجه90

π
< α <0

2
رادیان

انتهای کمانα در ناحیه دوم

° < α < °90 درجه180

π
< α < π

2
رادیان

1

α tanα

sinα
cosα

cot α

انتهای کمانα در ناحیه چهارم

° < α < °270 درجه360

π
< α < π

3 2
2

رادیان

انتهای کمانα در ناحیه سوم

° < α < °180 درجه270

π
π < α <

3
2

رادیان
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ربع اولربع دومربع سومربع چهارم

--++sin

+--+cos

-+-+tan

-+-+cot

مقایسه نسبت های مثلثاتیمقایسه نسبت های مثلثاتی
برای مقایسه نسبت های مثلثاتی در یک محدوده، ابتدا باید مقادیر آن نسبت ها را در محدوده مورد نظر به دست آورده و سپس آن مقادیر را با هم 

مقایسه کنیم.
cos عمود می کنیم،  sin و α از روی دایره مثلثاتی، از انتهای کمان هر زاویه بر محورهای cos یک زاویه مانند sin و یا برای به دست آوردن مقادیر
β از روی  cot زاویه ای مانند tan و یا cosα را نمایش می دهند. و نیز برای به دست آوردن مقادیر sinα و پای عمود وارد شده به ترتیب مقادیر
 ،cot tan و cot را قطع کند، محل برخورد این امتداد با محورهای tan و دایره مثلثاتی، انتهای کمان هر زاویه را آنقدر امتداد می دهیم تا محورهای

cotβ را نمایش می دهد.  به ترتیبtanβ و
در شکل زیر این مقایسه را برای ناحیه اول مثلثاتی انجام داده ایم. برای مقایسه نسبت های مثلثاتی در هر محدوده از دایره مثلثاتی می توانیم از این 

روش استفاده کرده و مقادیر را با هم مقایسه کنیم.

‌برای‌مقایسه‌نسبت‌های‌مثلثاتی،‌سعی‌می‌کنیم‌که‌حتی‌الامکان‌با‌

استفاده‌از‌اتحادهای‌مثلثاتی‌و‌یا‌روابط‌متمم‌و‌مکمل،‌نسبت‌ها‌را‌هم‌جنس‌کرده‌

و‌سپس‌نسبت‌های‌هم‌جنس‌با‌کمان‌های‌متفاوت‌را‌با‌هم‌مقایسه‌نمائیم.

: در ناحیه اول مثلثاتی

c

sin

cot

cos

tan

i

co

a

s

t

n

s

n

ot








α

α

β

β

β

α

<

> β
<

α <
β

 >

α
                 

حالت های خاصحالت های خاص

tan x cot x> ناحیه صورتی رنگ: 
cot x tan x> ناحیه سبز رنگ: 

cos x sin x> ناحیه صورتی رنگ: 
sin x cos x> ناحیه سبز رنگ: 

برای حل این تیپ تست ها سعی کن تا جایی که میتونی زاویه رو دقیق روی دایره مشخص بکنی، بعضی وقتا یک اشتباه کوچیک باعث میشه گزینه نادرستی رو انتخاب  	

بکنی و ...
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محدوده تغییرات نسبت های مثلثاتیمحدوده تغییرات نسبت های مثلثاتی
−y است. از طرفی هر نقطه ای که روی دایره مثلثاتی اختیار کنیم  ≤ ≤1 −x و1 ≤ ≤1 می دانیم دایره مثلثاتی به شعاع 1 واحد است بنابراین1
−sin است برای درک بهتر این موضوع در شکل های زیر  ≤ α ≤1 −cos و 1 ≤ α ≤1 ) خواهد بود بنابراین1 , )scos inα α مختصات آن به عبارت

تغییرات نسبت های مثلثاتی را در نواحی مختلف بررسی کرده ایم:

sinαالفالف تغییرات

π
→ π

3 2
2

α
π

π→
3
2

α
π
→ π

2
απ

→0
2

α

− →1 0sinα→ −0 1sinα→1 0sinα→0 1sinα

. sin− ≤ ≤1 1  پس میتونیم نتیجه بگیریم که سینوس هرچیزی بین 1- و 1 قرار داره به عبارتی همواره

: cosα بب تغییرات

π
→ π

3 2
2

α
π

π→
3
2

απ
→ π

2
α

π
→0

2
α

→0 1cosα− →1 0cosα→ −0 1cosα→1 0cosα

. cos− ≤ ≤1 1  پس میتونیم نتیجه بگیریم که کسینوس هرچیزی بین1- و 1 قرار داره به عبارتی همواره

: tanαپپ تغییرات

π
→ π

3 2
2

α
π

π→
3
2

α
π
→ π

2
α

π
→0

2
α

−∞→0tanα→ +∞0tanα−∞→0tanα→ +∞0tanα

. tan−∞ < < +∞ ∞+ متغیر است به عبارتی همواره ∞− تا  بنابراین می توان گفت که تانژانت همواره بین
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: cotα تت تغییرات

π
→ π

3 2
2

α
π

π→
3
2

α
π
→ π

2
α

π
→0

2
α

→ −∞0cotα+∞→0cotα→ −∞0cotα+∞→0cotα

. cot−∞ < < +∞  پس نتیجه می شود که کتانژانت همواره بین ∞- تا ∞+ متغیر است به عبارتی همواره

نسبت های مثلثاتی زوایای مختلفنسبت های مثلثاتی زوایای مختلف
برای به دست آوردن نسبت های مثلثاتی زاویه های مختلف، به روش زیر عمل می کنیم:

α؛ ابتدا باید مشخص کنیم که انتهای کمان نسبت مثلثاتی داده شده در کدام ناحیه قرار داره. 11 با فرض حاده بودن زاویه
برای این کار به سراغ کمان نسبت مثلثاتی رفته و با توجه به شکل های زیر ناحیه مثلثاتی آن کمان را پیدا می کنیم:

) در ناحیه اول قرار دارد. )π
−α

2
) در ناحیه سوم و کمان )π

−α
3
2

به عنوان مثال کمان

22 سپس علامت نسبت مثلثاتی داده شده رو در اون ناحیه مثلثاتی مشخص می کنیم.

α در ناحیه دوم قرار دارد                          
π−

2
مرحله 1: 

tan در ناحیه دوم منفی است   مرحله 2: علامت
tan( )απ−

2     
π در ناحیه چهارم قرار دارد

+α
3
2

مرحله 1: 

sin در ناحیه چهارم منفی است   مرحله 2: علامت
sin( )π

+α
3
2

                        
π5 و....( 

2
 ، π3

2
 ، π

2
π )مانند

2
33 در نهایت باید ماهیت نسبت مثلثاتی رو تعیین کنیم به این صورت که اگر کمان نسبت مثلثاتی شامل مضارب فرد

[ در غیر این صورت  tan cot↔ sin همچنین cos↔ cot و بالعکس تغییر می کنه ] tan به cos و از sin به باشه، ماهیت نسبت مثلثاتی از
نسبت مثلثاتی رو بدون  تغییر می گذاریم:

 
                          

 

π در ناحیه اول قرار دارد. − α2
2

مرحله 1: 
cos( ) sinπ

− α = α2 2
2

cos در ناحیه اول مثبت است.      مرحله 2: علامت
sin تغییر می کند. cos به π است پس نسبت مثلثاتی از

2
 مرحله 3: کمان مثلثاتی داده شده شامل

cos( )π
− α2

2

α نیاز دارید در جدول هایی براتون آماده کرده ایم: حال هر آنچه در مورد ارتباط نسبت های مثلثاتی دیگر با نسبت های مثلثاتی زاویه

 )-α( نسبت های مثلثاتی زاویه 

π در  داخل کمان، ماهیت 
2

) در ناحیه چهارم مثلثاتی قرار دارد و نیز با توجه به عدم حضور مضارب فرد )−α زاویه
نسبت های مثلثاتی تغییر نمی کند پس:

به عبارت دیگر به غیر از کسینوس، سایر نسبت های مثلثاتی علامت منفی کمان خود را به ضریب انتقال می دهند 
)کسینوس منفی را می خورد  (

s

(

)

cos c

c

)
(

o

)

( )

( )

t

sin s

n

ot co

tan ta

in

(

−α = − α

−α = α

−α α

−α α= −

−=

−α

s

(

)

cos c

c

)
(

o

)

( )

( )

t

sin s

n

ot co

tan ta

in

(

−α = − α

−α = α

−α α

−α α= −

−=

−α
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‌اگر‌در‌کمان‌نسبت‌های‌مثلثاتی‌مضارب‌زوج‌‌π)مانند‌‌6π‌،4π‌،2πو....(‌وجود‌داشته‌باشه‌میتونیم‌اونارو‌حذف‌کنیم.‌)دلیلش‌هم‌اینه‌که‌وجود‌

‌1با‌زاویه‌اصلی‌میشه(

1 •)sinمضارب‌زوج‌π داخل‌کمان،‌باعث‌تولید‌زوایای‌هم‌انتها π2 ) sin+α = α
 cos(• π2 ) cos( ) cos−α = −α = α
 

tan(• 1402 ) tan( ) tanπ−α = −α = − α

)π ± α( نسبت های مثلثاتی زوایای 

) در ناحیه سوم مثلثاتی قرار دارد  )π+α ) در ناحیه دوم مثلثاتی و زاویه )π−α برای مشخص کردن علامت نسبت های مثلثاتی باید بدانیم که زاویه

π حضور ندارند پس ماهیت نسبت های مثلثاتی نیز تغییر نمی کند بنابراین:
2

و چون در داخل کمان مضارب فرد

( )π+α( )π−α

)sin sin(π+α α= −
)cos cos(π+α α= −
)tan tan(π+α α+=
)cot cot(π+α α= +

)sin sin(π−α α= +
)cos cos(π−α α= −
)tan tan(π−α α= −
)cot cot(π−α α= −

‌با‌توجه‌به‌روابط‌مربوط‌به‌زاویه‌)π‌−‌α(،‌می‌توان‌گفت؛‌اگر‌‌αو‌‌βدو‌زاویه‌مکمل‌باشند)جمعشون‌بشه‌°180(‌داریم:

sin sin( ) sin sin sin

cos cos( ) cos cos cos

tan tan( ) tan tan tan

cot cot( ) cot cot cot

=πα −β

π − = ⇒


π− = − ⇒π → 
π− = − ⇒



α

β β β

β

−

π = ⇒

β β
β

β β β

= =

= = −
+ =

= =

= − −

α

=β

α

−β β

α

α

α α

α

α

‌در‌کمان‌های‌بزرگ‌تر،‌به‌جای‌مضارب‌فردπ‌ِ،‌)مانند‌7π‌،5π‌،3πو....(‌خودπ‌ِ را‌جایگزین‌می‌کنیم:

sin( ) sin( ) sinπ−α = π−α = α• 7

tan( ) tan( ) tan•
α α α

π+ = π+ =11
2 2 2

 نسبت های مثلثاتی زوایای 

) در  )π
−α

3
2

) در ناحیه دوم، زاویه )π
+α

2
) در ناحیه اول، زاویه )π

−α
2

11 برای مشخص کردن علامت نسبت های مثلثاتی باید بدانیم که زاویه

) در ناحیه چهارم مثلثاتی قرار دارد. )π
+α

3
2

ناحیه سوم و زاویه

π داخل کمان، ماهیت نسبت های مثلثاتی تغییر می کند:
2

22 با توجه به حضور مضارب فرد

( )π
+α

2
( )π

−α
2

cos( )sin π
+α = + α

2
sin( )cos π

+α = − α
2

cot( )tan π
+α = − α

2
tan( )cot π +α = − α

2

cos( )sin π
−α = + α

2
sin( )cos π

−α = + α
2

cot( )tan π
−α = + α

2
tan( )cot π −α = + α

2

1 اگه انتهای کمان چند زاویه روی هم بیفته اون زاویه ها رو هم انتها میگیم. یادت باشه زاویه های هم انتها نسبت های مثلثاتی برابری دارن. مثلا زاویه های )α-( و )2π-α( هم انتها هستن.

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل چهارم : مثلثاتفصل چهارم : مثلثات
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

111

( )π
+α

3
2

( )π
−α

3
2

cs oin s( )π
+α = − α

3
2

sc ios n( )π
+α = + α

3
2

ct oan t( )π
+α = − α

3
2

tc aot n( )π
+α = − α

3
2

cs oin s( )π
−α = − α

3
2

sc ios n( )π
−α = − α

3
2

ct oan t( )π
−α = + α

3
2

tc aot n( )π
−α = + α

3
2

،‌می‌توان‌گفت‌اگر‌‌αو‌‌βدو‌زاویه‌متمم‌باشند،‌)جمعشون‌بشه‌900(‌داریم: ( )π
−α

2
‌با‌توجه‌به‌روابط‌مربوط‌به‌زاویه

sin sin( ) cos sin cos

cos cos( ) sin cos sin

tan tan( ) cot tan cot

cot cot( ) tan cot tan

−β
π

=α

π − = ⇒


π
− = ⇒π → 

π − = ⇒


π = ⇒

β β β

β β β
β

β β β
α

= + =

= =
+ =

= =

=

α α

α + α

α + α

=α β α β−β +


2

2

2
2

2

2

۵

اتحادهای اولیهاتحادهای اولیه
 اگر یکی از نسبت های مثلثاتی را داشته باشیم، با استفاده از اتحادهای مثلثاتی زیر می توانیم سایر نسبت های مثلثاتی مربوط به آن زاویه را به دست آوریم:

sin x cos x sin x
sin x cos x

cos x s

)

in x co n

( cos

)

(

s ( sinx

o

s

s

(

xx

ix )x

c ) = − → =+ = 


•
= − −

→
−

 +→ =

+2 2 2
2 2

2 2 2 1

1

1

1

1

1
1 ¾ \ÃTº

sin xtan x , tan x
cos x cot xtan x cot x
cos xcot x , cot x
s

)

(sin x
in x tan

o

)

s x

x

(c



•
≠

 
≠ = =  ⋅→ = 

 =




→
=





1

0

0
1

1
¾ \ÃTº ¾ \ÃTº

tan x ,
cos

)(cos x
x

• ≠+ =2
21 01

cot x ,
sin

)(sin x
x

• ≠+ =2
21 01

cosα و انتهای کمانα در ناحیه چهارم باشد داریم: =
4
5

مثال: اگر

sin cos sin cos  • α ⇒+ α = α = − α = − = − = 
 

2
2 2 2 2 4 16 91 1 1 1

5 25 25

n sinsin si
α

α = α =⇒ ⇒ α =→ −±2 3
5

9 3
25 5

³nI¿a ¾ÃeIº nj
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sin
cos

tan
−α

• = =
α

α = −
3
4

3
5
4
5

 

n
cot

ta
• = = =

α
α −

− 3
1 1

3
4

4

 

روش دوم: با رسم یک مثلث قائم الزاویه نیز می توانیم سایر نسبت های مثلثاتی را به دست آوریم. اما باید توجه داشته باشیم زمانیکه مسئله را به فضای 

مثلث قائم الزاویه می بریم عملًا زاویه را حاده در نظر گرفته ایم بنابراین باید پس از این که نسبت های مثلثاتی را به دست آوردیم، با توجه به این که 
x در کدام ناحیه مثلثاتی قرار دارد، علامت نسبت مثلثاتی مورد نظر را نیز تعیین کنیم. انتهای کمان

cos تعریف می شود بنابراین در مثلث قائم الزاویه زیر داریم:
α

α =
n»I\¶ Í±ò

oU»

می دانیم که نسبت کسینوس به صورت
x ( ) ( ) x+ = ⇒ =2 2 24 5 3  

sin sinα
α

α = = α = −→
3 3
5 5

³nI¿a ¾ÃeIº nj®MI£¶ Í±ò

oU»

tan tan
α

→
α

α = = α = −
α

3 3
4 4

³nI¿a ¾ÃeIº nj®MI£¶ Í±ò

n»I\¶ Í±ò

cot cot
α

→
α

α = = α = −
α

4 4
3 3

³nI¿a ¾ÃeIº njn»I\¶ Í±ò

®MI£¶ Í±ò

نسبت های مثلثاتی زاویه هاینسبت های مثلثاتی زاویه های  دو برابر کماندو برابر کمان

cos cos sin (cos sin )(cos sin )

coscos cos cos

coscos sin sin





•

α α



α

α
α


 = − = − +


+ = − =

 −

= − → =


→

α α α α

α

α
α

α

α α



2 2

2 2

2 2

12 1
2

11 2
2

2
22

22

¾

º

\ÃTº

¾ \ÃT

 
cos در حالت کلی تر cos sin cos sin= − = − = −2 2 2 22 2 1 1 2    

  مثال
cos( ) cos sin cos sinα α α α       α = − = − = −       

       
2 2 2 22 1 1 2

2 2 2 2

cos( ) cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )° = ° − ° = ° − = − °2 2 2 220 10 10 2 10 1 1 2 10

sin sin cosα α• =α 22

sin  در حالت کلی تر        sin cos=2 2    

 مثال  
sin( ) sin cosα α   α =    

   
2

2 2
sin( ) sin( ) cos( )α = α α6 2 3 3

tantan
tan

α

α
• α =

− 2
2

1
2

tantan  در حالت کلی تر
tan

=
− 2
22

1






:مثال tan( )tan( )
tan ( )

°
° =

− °2
2 55110

1 55

فک و فامیل های نسبت های مثلثاتی فک و فامیل های نسبت های مثلثاتی دو برابر کماندو برابر کمان

sin
sin cos sin c(sin cos ) so sin

α
• α ± α ± α= α + α ± α α =2 2

2

2

1
2 1 2

 

sin cos sin cos
cos sin s

a
in cos n

t n cot
ni sis

• α + α
α

α α α + α
= + = = =

α α α α α

2 2 21
1 2 2
2

sin cos sin cos cos cos
cos sin sin s

tan co
s

t c
co insi

ot
n

•
α α α − α − α − α

= − = α= = =
α α α α α

−
α

− α
2 2 2 2 2

1 2
2

2

2
2

(sin cos ) sin cos sin cosin cos sins• α + α − α= α + α − α α = − α α =2 2 2 24 4 22 2

1

2 11 2
2

2 1 2

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cos
(cos sin )(cos sin )cos sin cos

α
• α − α α= α − α α + α =2

2

24 4 2 2

1
2

 

 
(sin cos ) sin cos i(sin co ssin co s ) in cs ss no α= α + α − α α α + α = − α α• =α + α −2 2 3 2 2

1

6 6 22 2 2 2

1
3 1 3 31 2

4 

‌رابطه‌های‌بالارو‌حفظ‌نکن!‌فقط‌کافیه‌روش‌بدست‌آوردن‌اونارو‌یاد‌بگیری‌تا‌وقتی‌بهشون‌نیاز‌داشتی‌خودت‌بتونی‌به‌دستشون‌بیاری.‌

  tan tan αα ارتباط نسبت های مثلثاتی دو برابر کمان با ارتباط نسبت های مثلثاتی دو برابر کمان با
tansin
tan

α
α =

+ α
• 2

22
1  

tancos
tan

− α
α =

+ α
•

2

2
12
1

 

tantan
tan

α
α =

− α
• 2

22
1

 
`

۶

تعریفتعریف
اگر قسمتی از نمودار یک تابع به صورت متوالی و در بازه های معین تکرار شود تابع مورد نظر متناوب بوده و به کوچک ترین بازه ای که این قسمت از نمودار 

y می باشد قسمتی از نمودار  x [x]= − در آن قرار دارد دوره تناوب می گوییم. در شکل مقابل که مربوط به تابع
می باشد به صورت متوالی و در بازه هایی به طول 1 تکرار می شود بنابراین این تابع، تابعی  تابع که به صورت

T می باشد. متناوب با دوره تناوب1=
T موجود باشد به طوریکه برای  f را متناوب می نامیم هرگاه یک عدد حقیقی؛ مثبت مانند به عبارت دیگر تابع

. f (x nT) f (x)± = ) و  )fx nT D , n± ∈ ∈ f(x داشته باشیم D )∈ x از دامنه هر

f می نامیم. T با این خاصیت را دوره تناوب تابع  کوچکترین عدد مثبت

‌است.
T
b

, (b )≠ 0 )‌g)x(=‌af)bx+cبرابر )‌f‌)xبرابر‌‌Tباشد‌دوره‌تناوب‌تابع‌ ‌اگر‌دوره‌تناوب‌تابع

‌دوره تناوب توابع مثلثاتی:‌اگر‌‌c‌،b‌،aو‌‌dاعدادی‌حقیقی‌و‌‌a,‌b≠0باشند‌داریم:

b
f (x) a sin( x c) d

f (x) a cos )

b
T

b( x c d

= + +

+
π

⇒
 =

= +

2

b
f (x) a tan( x c) d

f (x) a cot( x c) d

b

b
T

= + + =
= + +

⇒


π



کاملا‌مشخصه‌که‌در‌توابع‌مثلثاتی‌بالا،‌دوره‌تناوب‌فقط‌به‌ضریب‌‌xوابستس‌و‌بقیه‌ضرایب‌در‌دوره‌تناوب‌تأثیری‌ندارن‌چرا‌که‌ضرایب‌‌aو‌‌dفقط‌برد‌تابع‌

را‌تغییر‌میدن‌و‌مقدار‌‌cهم‌نمودار‌رو‌در‌راستای‌محور‌xها‌جابه‌جا‌میکنه.‌پس‌فقط‌مقدار‌‌bدر‌ضریب‌‌xمیتونه‌نمودار‌تابع‌رو‌در‌راستای‌محور‌xها‌منقبض‌

یا‌منبسط‌کرده‌و‌روی‌دوره‌تناوب‌تأثیر‌بذاره.

‌در‌بعضی‌از‌سؤالا‌برای‌محاسبه‌دوره‌تناوب،‌اول‌باید‌رابطه‌داده‌شده‌رو‌به‌کمک‌روابط‌مثلثاتی‌تا‌حد‌امکان‌ساده‌کنیم‌و‌بعدش‌دوره‌تناوب‌

اون‌رو‌به‌دست‌بیاریم.

مثلث رو فقط برای این کشیدیم تا رابطه های مقابل رو بهتر بتونی یاد بگیری.
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y توابع مثلثاتی می گوییم. tan x= y و تابع تانژانت با ضابطه cosx= ، تابع کسینوس با ضابطه y sin x=  به توابعی نظیر تابع سینوس با ضابطه

تابع تابع y=sin xy=sin x و ویژگی های آن و ویژگی های آن
( )  دامنه: مجموعه اعداد حقیقی

[ , ]−1 1  برد: 
 y sin x= π2 تکرار می شود پس تابع  این تابع در بازه  هایی به طول

T است. = π2 تابعی متناوب با دوره تناوب
 تابعی غیر یک به یک است.

y در کل دامنه خود نه صعودی و نه نزولی است پس  sin x=  تابع
غیریکنواست اما می تواند در بخشی از دامنه خود صعودی و یا نزولی باشد.

ها را قطع می کند به عبارت دیگر مقدار تابع در این نقاط برابر صفر است. x ، محور x k= π ، (k )∈  این تابع در نقاطی به طول

 )x k , (k∈π
= π+2

2
 x و.... و در حالت کلی در نقاطی به طول های π

=
5
2

 ،x π
=

2
 بیشترین مقدار تابع برابر1+ است که در نقاطی به طول های

رخ می دهد. 
 )x ,k (k∈π

= π−2
2

 x و.... و در حالت کلی در نقاطی به طول های π
=

7
2

 ، x π
=

3
2

 کمترین مقدار تابع برابر 1- است که در نقاطی به طول های
اتفاق می افتد.

تابع تابع y=cos xy=cos x و ویژگی های آن و ویژگی های آن
( )  دامنه: مجموعه اعداد حقیقی

[ , ]−11  برد: 
تابعی   y cos x= تابع تکرار می شود پس   π2 به طول بازه هایی  در   

T است. = π2 متناوب با دوره تناوب
 تابعی غیر یک به یک است.

 این تابع در دامنه خود نه صعودی و نه نزولی است پس غیریکنواست اما می تواند در بخشی از دامنه خود صعودی و یا نزولی باشد.

ها را قطع می کند و این نقاط صفرهای تابع به حساب می آیند. x x( محور ,k (kπ
= π+ ∈

2
  این تابع در نقاطی به طول

 ),x (kk= π ∈2  x و.... و به طور کلی در نقاطی به طول های = π2  ، x  بیشترین مقدار تابع برابر1+ است که در نقاطی به طول های0=
اتفاق می افتد. 

 )x ( k ) , (k= + ∈π2 1  x و.... و به طور کلی در نقاطی به طول های = π3  ، x = πکمترین مقدار تابع برابر 1- است که در نقاطی به طول های 
رخ می دهد.  

تابع تابع y=tan xy=tan x و ویژگی های آن و ویژگی های آن

D k ,kπ = − π+ ∈ 
 2

  D یا به صورت دیگر می شود:  x x k , k π 
= ∈ ≠ π+ ∈ 
 2

   دامنه:

( )  برد: مجموعه اعداد حقیقی
T است. = πتابعی متناوب با دوره تناوب y tan x=  نمودار این تابع در بازه هایی به طولπ تکرار می شود بنابراین تابع

ها را قطع می کند. x ، محور (k )x k ,= π ∈ x و.... و به طور کلی در نقاطی به طول های = π  ، x  این تابع در نقاطی به طول های0=

π, و.... اکیداً صعودی است ولی در کل دامنه اش تابعی نه  π 
 
 

3
2 2

 ، ,π π − 
 2 2

 همان طور که از نمودار تابع مشخص است، این تابع در بازه های

۷
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، اکیداً صعودی  k k, 
 +


π



π
ππ−

22
y در بازه هایی به فرم tan x= صعودی و نه نزولی است. )غیریکنواست( و به طور کلی می توان گفت که تابع

(k )∈ است. 

تابع تابع y=cot xy=cot x و ویژگی های آن و ویژگی های آن
{ }D k , k= − π ∈  } یا به صورت دیگر می شود }D x x k , k= ∈ ≠ π ∈   دامنه: 

( )  برد: مجموعه اعداد حقیقی
y نیز تابعی متناوب با دوره تناوب  cot x=  نمودار این تابع همانند تابع تانژانت در بازه هایی به طولπ تکرار می شود بنابراین می توان گفت تابع

T است.  = π

ها را قطع  x x( محور ( kk () ,π
= ∈+2 1

2
 x و.... و به طورکلی در نقاطی به طول های π

=
3
2

 ، x π
=

2
 نمودار این تابع در نقاطی به طول های

می کند.
) و.... اکیداً نزولی است ولی در کل دامنه اش نه نزولی و نه صعودی است  , )π0  ، ( , )−π 0 ، این تابع در بازه های y cot x=  با توجه به نمودار تابع

(k )∈ ) اکیداً نزولی است.  )kk , ( )π + π1 y در بازه هایی به فرم cot x= )غیریکنواست(. به طور کلی تابع

تحلیل نمودار توابع مثلثاتیتحلیل نمودار توابع مثلثاتی
در برخی از سؤالات مرتبط با این مبحث، نمودار تابع مثلثاتی را به ما می دهند و از ما می خواهند که پارامترهای مجهولی که در ضابطه تابع وجود دارد 
را به دست  آوریم. برای این کار باید با استفاده از نمودار تابع و تحلیل آن اطلاعاتی که درون نمودار نهفته است را به دست آورده و با استفاده از آنها 

مجهولات مورد نظر سؤال را پیدا کنیم. برای تحلیل نمودار توابع، نیازمند یکسری ابزار هستیم که در ادامه آنها را به شما معرفی می کنیم. 

:y = a cos(bx( + c و y = a sin(bx( + c تحلیل نمودار توابع به فرم 

 a x به صورت نزولی حرکت می کند و اگر ، نمودار از0= (ab )<0 b هم علامت نباشند a و ، اگر y a sin(bx) c= +  شروع )start( نمودار: در تابع

، نمودار در شروع از صفر صعودی است. (ab )>0 b هم علامت باشند و

۸

و
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a باشد نمودار در شروع از صفر صعودی است. x به صورت نزولی حرکت می کند و اگر0> a باشد نمودار از0= ، اگر0< y a cos(bx) c= + در تابع
                  

‌با‌توجه‌به‌این‌که‌α(=cos‌α-(‌cos،‌و‌اصطلاحاً‌منفی‌خوار‌‌بودن‌کسینوس،‌علامت‌ضریب‌‌x)b(‌در‌‌تحلیل‌نمودار‌کسینوسی‌تأثیری‌ندارد.

 بیشترین مقدار )max( و کمترین مقدار )min( نمودار:

cos :بیشترین مقدار sin +IÄ KÄoò max مقدار ثابت  : a c⇒ +

cos :کمترین مقدار sin− +IÄ KÄoò min مقدار ثابت : a c⇒ − +

حال اگر دو طرف روابط بالا را یکبار از هم کم و یکبار با هم جمع کنیم به نتایج جالبی می رسیم:

   max a c= +

min a c= − +
⊕

    max a c= +

min a c
( )

= − +
−

  max min c+ = 2   max min a− = 2

max minc +
⇒ =

2
max mina −

⇒ =
2

a را  (c) و نیز مقدار دامنه موج min در نمودار، می توانیم با استفاده از روابط فوق، مقدار ثابت در ضابطه تابع max و بنابراین با داشتن مقادیر
به دست آوریم.

 دوره تناوب:

T دوره تناوب
x b

π π π π
= ⇒ = = = = π

−
2 2 2 2

2 2KÄoò

 

T‌=فاصله‌دو‌دره‌متوالی‌=‌فاصله‌دو‌قله‌متوالی‌
T
‌2
فاصله‌یک‌قله‌و‌یک‌دره‌متوالی‌=‌

T
‌4
نصف‌قله‌=‌نصف‌دره‌=‌

‌از‌فصل‌موج‌در‌فیزیک‌به‌خاطر‌داریم‌که‌‌

y = a tan(bx(+c تحلیل نمودار تابع به فرم 

b هم علامت نباشند a و y اگر a tan(bx) c= +  در توابع به فرم
 a ab) نمودار تابع در بازه های تعریف شده اکیداً نزولی و اگر )<0
، نمودار تابع در بازه های تعریف شده  (ab )>0 b هم علامت باشند و

اکیداً صعودی است.
 دوره تناوب این توابع برابر است با:

T دوره تناوب
x b
π π

= =⇒
KÄoò
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۹

به معادله ای که در آن اطلاعاتی از نسبت های مثلثاتی یک زاویه مجهول داریم، یک معادله مثلثاتی می گوییم به مثال های زیر توجه کنید:
cos x cos x• − + =2 1 0

sin x sin π
• =3

2
tan x tan x• = π6

sin x = asin x = a معادلات به فرم معادلات به فرم
a باشد را پیدا  α که مقدار سینوس آن برابر −a است، ابتدا زاویه ای مانند ≤ ≤1 a عددی حقیقی و1 sin که در آن x a= برای حل معادلات به فرم
sin بازنویسی می کنیم. در نهایت برای پیدا کردن جواب های معادله مثلثاتی x sin= α sin را به صورت x a= sin) و سپس معادله a)α = کرده

sin داریم:   x sin= α

و در حالت کلی تر داریم:
           

sin سپس در معادله
 π

=  
 

2
4 2

2 است را پیدا کرده
2

، ابتدا باید زاویه ای که سینوس آن برابر sin x =
2
2

به عنوان مثال برای حل معادله

sin را قرار می دهیم و سپس جواب های آن را محاسبه می کنیم.  π
4

 ، 2
2

، به جای sin x =
2
2

sin x k
sin x sin x sin

x k k

π
=

π = π+π = → = 
π π  = π+ π− = π+  

⇒



2 1
2 4

2

2
42

2 4 32 2
4 4

حالت های خاص معادلات سینوسی:

معادلهجواب کلیجواب ها روی دایره مثلثاتی

x k= πsin x =0

x k π
= π+2

2
sin x =1

x k π
= π−2

2
sin x = −1

x k
sin x sin

x k ( )

= π+α= α 
= π+ π−α

⇒


2
2

f (x) k g(x)
sin f (x) sin g(x)

f(x) k g(x)

= π+


⇒

= 
= π+ π−

2
2
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::cos x = acos x = a معادلات به فرم معادلات به فرم
 α −a است. نیز همانند حل معادلات سینوسی، ابتدا باید زاویه ای مانند ≤ ≤1 a عددی حقیقی و1 cos که در آن x a= برای حل معادلات به فرم
cos بنویسیم در نهایت برای پیدا  x cos= αرا به صورت cos x a= cos) و سپس معادله a)α = a باشد را پیدا کنیم که مقدار کسینوس آن برابر

cos داریم: x cos= αکردن جواب های معادله مثلثاتی

و در حالت کلی تر داریم:

حالت های خاص معادلات کسینوسی:

معادلهجواب کلیجواب ها روی دایره مثلثاتی

x k π
= π+

2
cos x =0

x k= π2cos x =1

x ( k )= + π2 1cos x = −1

::cot x = acot x = a  و   و tan x = atan x = a معادلات به فرم معادلات به فرم
α وجود دارد که برای آن داریم:  tan است، زاویه ای مانند x a= ، که a همواره برای هر عدد حقیقی
tan بازنویسی می شود. حال برای یافتن  x tan= αبه صورت tan x a= tan بنابراین معادله aα =

tan داریم: x tan= α جواب های معادله

و در حالت کلی تر داریم:

cot داریم: x a= به طریق مشابه برای حل معادلات به فرم

و در حالت کلی تر داریم:

x k
cos x cos

x k

= π+α= α 
= π−α

⇒
2
2

f (x) k g(x)
cos f (x) cos g(x)

f (x) k g(x)

= π


⇒

+= 
= π−

2
2

tan x tan x k= α =⇒ π+α

tan f (x) tan g(x) f (x) k g(x)= π+⇒=

cot x cot x k= α =⇒ π+α

cot f (x) cot g(x) f (x) k g(x)= π+⇒=
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حالت های خاص:

معادلهجواب کلیجواب ها روی دایره مثلثاتی

x k= πtan x =0

x k π
= π+

2
cot x =0

‌در‌حل‌بعضی‌از‌معادلات‌مثلثاتی‌اول‌نسبت‌مثلثاتی‌مورد‌نظر‌رو‌با‌استفاده‌از‌تغییر‌متغیر‌به‌یک‌معادله‌جبری‌)معمولًا‌درجه‌2(‌تبدیل‌میکنیم‌

و‌با‌حل‌معادله‌مورد‌نظر‌جواب‌های‌اون‌رو‌به‌دست‌میاریم.‌بعدش‌جواب‌های‌به‌دست‌اومده‌رو‌با‌نسبت‌مثلثاتی‌برابر‌قرار‌میدیم‌و‌معادله‌مثلثاتی‌رو‌به‌

روش‌های‌گفته‌شده‌حل‌می‌‌کنیم.

‌در‌حل‌برخی‌از‌معادلات‌مثلثاتی‌لازمه‌که‌با‌استفاده‌از‌روابط‌مثلثاتی‌زوایای‌متمم،‌مکمل‌و‌قرینه،‌معادله‌مثلثاتی‌را‌به‌فرم‌استاندارد‌تبدیل‌کنیم‌

به‌عبارتی‌باید‌نسبت‌های‌مثلثاتی‌موجود‌در‌معادله‌رو‌هم‌جنس‌و‌هم‌علامت‌کنیم.‌چندتا‌نمونه‌ببین:‌

sin u cos v sin u sin vπ = → = − 
 2

u¹] ´À

 

sin u cos v sin u sin v sin u sin vπ π   = − → = − − → = −   
   2 2

u¹] ´À S¶I± ø ´À

cos u cos v cos u cos( v)= − → = π−S¶I± ø ´À

sin u sin v sin u sin( v)= − → = −S¶I± ø ´À

‌در‌حل‌بعضی‌از‌معادلات‌مثلثاتی‌)معمولًا‌زمانیکه‌تعداد‌جواب‌ها‌مدنظر‌سؤاله(‌از‌روش‌رسم‌هندسی‌استفاده‌می‌کنیم‌به‌عبارتی‌در‌معادلات‌به‌

‌توابعی‌باشن‌که‌یکی‌جبری‌و‌دیگری‌مثلثاتی‌باشه‌در‌این‌صورت‌نمودار‌هر‌دو‌تابع‌را‌در‌یک‌دستگاه‌‌مختصات‌رسم‌می‌کنیم،‌ g ‌و f ،‌اگر f (x) g(x)= فرم

نقاط‌تلاقی‌دو‌نمودار،‌جواب‌های‌معادله‌هستن.

‌در‌حل‌برخی‌از‌معادلات‌مثلثاتی‌ممکن‌است‌به‌حالت‌های‌زیر‌برخورد‌کنیم‌که‌بد‌نیست‌جواب‌کلی‌این‌نوع‌از‌معادلات‌را‌هم‌بلد‌باشید.

sin x sin

cos x cos
x k

tan x tan

cot x cot

 = α

 = α ⇒ = π±α
 = α

 = α

2 2

2 2

2 2

2 2
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های فرندز  !! ما اومدیم با یه فصل تپُلُ و پرُ و پیمون دیگه؛ فصلی که اگه خوب بهش توجه کنیم میبینیم که پرُ از درس هاییه که میتونیم حتی توی زندگیمون هم 

ازش استفاده کنیم. ما توی این فصل یاد میگیریم که اگه خدای نکرده به مشکلی برخورد کردیم بتونیم با تکیه به آموخته هامون اون رو رفع بکنیم و بدونیم که برای رفع یه 

مشکل یا ابهام، سخت ترین راه حل، لزوماً بهترین راه نیست و همچنین میتونیم یادبگیریم که حتی اگه هدفمون توی بی نهایت هم باشه برای رسیدن بهش باید 

بی نهایت بار تلاش کنیم و توی کارمون تداوم و پیوستگی داشته باشیم چرا که جازدن و ناپیوستگی توی مسیرمون میتونه باعث شکست بشه. 

فصلی که قراره استارتش رو بزنیم حد و پیوستگیه، یه فصل مهم و اساسی که شاخ و برگش حتی تا فصل مشتق و کاربرد مشتق هم نفوذ میکنه.

احتمالاً سؤالی که ذهنتون رو مشغول کرده اینه که این فصل توی کنکور چقدر اهمیت داره! در جوابتون باید بگیم که حدوداً  2 الی 4 تا از سؤال های کنکور رو برای این 

فصل رزرو کنید و برای اینکه بتونید از پس همه اونا بر بیاید، علاوه بر تسلط کامل روی این فصل، باید نکته های مربوط به قدرمطلق، جزءصحیح، اتحادهای جبری و 

روابط مثلثاتی رو هم خوب بلد باشین. راستی، به بخش های حد در بی نهایت، مجانب ها و پیوستگی هم نگاه ویژه تری داشته باشید. 

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

54422تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

قضیۀ تقسیم 

حد در بی نهایت

رفع ابهام صفر صفرم

 پیوستگی - مجانب ها

رفع ابهام صفر صفرم

 حد نامتناهی

 مجانب ها + پیوستگی

حد در بی نهایت

رفع ابهام صفر صفرم 

قضیه تقسیم

مجانب ها

پیوستگی

حد در بی نهایت

پیوستگی

حد در بی نهایت

پیوستگی
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قضیه  تقسیمقضیه  تقسیم
 r(x) q(x) و باقی مانده را نیز به صورت p(x) تقسیم کنیم و خارج قسمت به دست آمده را به صورت f را بر چندجمله ای (x) اگر چندجمله ای

فرض کنیم، رابطه زیر بین آن ها برقرار است: 
                              

 دقت کنید که درجه باقی مانده یا برابر صفره و یا از درجه مقسوم علیه کمتره.

 اگر مقسوم علیه از درجه اول باشد، باقی مانده از درجه صفر )عدد ثابت( است و اگر مقسوم علیه از درجه دوم باشد، باقی مانده حداکثر از درجه اول 

)ax+b( است. 

چندجمله ای درجه اول عدد ثابت
(axf b R( )x) )q(x+ +=                     

چندجمله ای درجه دومحداکثر از درجه اول
)(ax bx cf q( )(x) () ax x b= + + ++2

 

  (ax b)+ f بر بر (x) باقی مانده تقسیم چندجمله ایباقی مانده تقسیم چندجمله ای
ax) تقسیم می کنیم، باقی مانده ای که حاصل می شود، عددی ثابت است و در این حالت  b)+ f را بر عبارت درجه اول (x) زمانی که چندجمله ای

(axf b R( )x) )q(x+ += رابطه تقسیم برابر است با: 

 .) bx
a
−

= ax رو برابر صفر قرار میدیم و ریشه اون رو به دست میاریم )که میشه b+ حالا برای این که باقی مانده رو به دست بیاریم، اول میایم و

 ax b+ f بر (x) f قرار میدیم و عددی که به دست میاد رو به عنوان باقی مانده تقسیم (x) بعدش ریشه ای که به دست آوردیم رو داخل چندجمله ای
معرفی می کنیم. به عبارت دیگه: 

 

f (

bx

b
a

R )

ax b
a

=

 = −


+ ⇒

−

=




0

بخش پذیریبخش پذیری
p(x) برابر صفر است. f بر (x) p(x) بخش پذیر باشد، در آن صورت باقی مانده تقسیم f بر چندجمله ای (x) اگر چندجمله ای

f است: ( ) =3 x) بخش پذیر است، چرا که0 )− 3 f بر (x) x x x= − − −3 2 5 3 مثال: چندجمله ای
 x x− = =→3 0 3

  f ( ) ( ) ( ) ( )= − − − = − − − =3 23 3 3 5 3 3 27 9 15 3 0

 اگر چند جمله ای )x(f بر چندجمله ای )x(P بخش پذیر باشد، در آن صورت بر همه عامل های )x(P نیز بخش پذیر است. به عنوان مثال اگر )f)x بر 

)x(=)x-a()x-b(P بخش پذیر باشد، حتماً بر )x-a( و )x-b( نیز بخش پذیر بوده و  0 = )f)a( = f)b است. 

از  بعدش  و  میاریم  دست  به  رو  تقسیم  باقی مانده  و  میایم  اول  موارد  این  در  می پرسن،  قسمت  خارج  درباره  ما  از  سؤال ها  از  بعضی  در   

قضیه تقسیم استفاده می کنیم و مقدار خارج قسمت رو محاسبه می  کنیم.      

یادتون میاد که قضیه تقسیم چی بود! نه؟؟ ناسلامتی چند صفحه قبل بوداااا.   

qf : قضیه تقسیم ((x x)p( x) x) r( )+=

باقیمانده )عدد ثابت(
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تعریف همسایگیتعریف همسایگی
a) یک همسایگیx0 می باشد.  , b) x باشد، آن گاه بازه (a ,b)∈0 هر بازه باز شامل عدد حقیقیx0 را یک همسایگیx0 می نامیم. به عبارت دیگر اگر

) است که آن را به صورت زیر نمایش می  دهیم: , )2 6 ) یک همسایگی عدد 3 است یعنی عدد 3 عضوی از بازه , )2 6  به عنوان مثال بازه

همسایگی محذوفهمسایگی محذوف
a){ یک همسایگی محذوفx0 نامیده می شود. به عبارت دیگر اگر ,b) {x− 0 a) یک همسایگی عدد حقیقیx0 باشد، آنگاه مجموعه , b) اگر بازه

a){ یک همسایگی محذوفx0 است. ,b) {x− 0 a) حذف کنیم، مجموعه , b) x0 را از بازه

) یک همسایگی محذوف عدد 1 است.   , ) { }− −2 2 1  به عنوان مثال مجموعه

(a , ) ( , b)

(a , b)

x x

{x }

Kx x| |

•

•

•< <

−

−

0 0

0

00



 نحوه نمایش یک همسایگی محذوف 

a) یک همسایگی محذوف x0 باشد آنگاه داریم: , b) (c ,d)  با شرط a < c اگر بازه

 b c

a x

x

d

= =

 <



<


0

0

همسایگی چپ و راستهمسایگی چپ و راست
r(x( یک همسایگی چپx0 نامیده می شود. x,−0 0 x( یک همسایگی راستx0 و بازه x, r( +0 0 اگرr عددی مثبت باشد، آنگاه بازه

      

) یک همسایگی چپ عدد 4 است. , )1 4 ) یک همسایگی راست عدد 4 و بازه , )4 7  به عنوان مثال بازه
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معرفی چند نمادمعرفی چند نماد
قبل از آشنایی با مفهوم حد می خواهیم چند نماد را به شما معرفی کنیم. 

a نمی شود.  a به آن نزدیک می شود، اما هیچ وقت خودِ x از سمت راستِ عدد  : یعنی x a+→

a نمی شود.  a به آن نزدیک می شود، اما هیچ وقت خودِ x از سمت چپِ عدد : یعنی x a−→

a نمی شود.  a به آن نزدیک  می شود، اما هیچ وقت خودِ هم از سمت راست و هم از سمت چپِ عدد x : یعنی x a→

3− بره اما هیچ وقت بهش نمیرسه )مثل  3− به طرف x دوست داره که از سمت چپ عدد ، به این معنیه که x ( )−→ −3 مثلًا وقتی به ما میگن که
x از سمت راست عدد 2 داره به طرف 2 میره و باز هم بهش ...   ، به این معنیه که x +→ 2 ( و وقتی که میگن لیلی و مجنون 

            

مفهوم حدمفهوم حد

    x0 در نقطه f(x( حد راست تابع

f هم روی  (x) 3/ به سمت 3 حرکت کنیم( مقدار تابع x از1 x به اون نزدیک بشیم )مثلًا روی محور =0 3 x و از سمت راستِ اگر روی محور
5/ به سمت 5 حرکت می کنه( که اون رو به این  L نزدیک میشه )مثلًا از1 = 5 y از بالا به عدد محور

صورت نمایش میدیم:
 

از   x x تعریف شده باشد، و x= f در یک همسایگی راست نقطه0 (x) به عبارت دیگر اگر تابع
نزدیک   L به  f (x) تابع مقادیر  آنگاه  نزدیک شود،  آن  به   x0 از بیشتر  مقادیر  با  و  راست  سمت 

می شوند و داریم:          

    x0 در نقطه f(x( حد چپ تابع

2/ به سمت 3 حرکت کنیم( مقدار  9 x از x به اون نزدیک بشیم )مثلًا روی محور =0 3 با توجه به شکل روبه رو، اگر روی محور x و از سمت چپِ عدد
4/ به سمت 5 حرکت  9 L نزدیک میشه )مثلًا از = 5 y از پایین به عدد f هم روی محور (x) تابع

می کنه( که اون رو به این صورت نمایش میدیم:    

x از سمت  x تعریف شده باشد و x= f در یک همسایگی چپ نقطه0 (x) به عبارت دیگر اگر تابع
L نزدیک می شوند و داریم: f به (x) x0 به آن نزدیک شود، آنگاه مقادیر تابع چپ و با مقادیر کمتر از

 : قضیه تقسیم
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شرط وجود حدشرط وجود حد
f روی محور y از بالا و  (x) x نزدیک شویم متوجه می شویم که مقدار تابع =0 3 با توجه به شکل مقابل، اگر روی محور x و از هر دو طرف به عدد

L نزدیک می شود که می توان نوشت: = 5 پایین به عدد
 

x موجود و با  x= f در0 (x) x تعریف شده باشد و حد چپ و حد راست تابع x= f در یک همسایگی محذوف نقطه0 (x) به عبارت دیگر اگر تابع
x دارای حد است. x= f در0 (x) هم برابر باشند، آن گاه می توان گفت که تابع

 
 : قضیه تقسیم

f رو توی نقطه x بررسی کنیم، میایم و حد چپ و حد راست تابع a= f رو توی یه نقطه مثل خلاصه سرتون رو درد نیاریم، اگر بخواهیم حد تابع
x حد دارد«. a= f در نقطه x پیدا می کنیم، حالا اگه حد چپ و راست تابع توی اون نقطه وجود داشته باشن و با هم برابر باشن، میگیم که »تابع a=

x حد ندارد«. a= f در نقطه امّا؛ اگر یکی از مواردی که توی جدول پایینی هست اتفاق بیفته، اونوقت میگیم که »تابع

x تعریف نشده باشد. a= f در همسایگی نقطه تابع

x حد راست نداشته باشد و یا اینکه حد راست  a= f در تابع
1 x نامتناهی باشد.  a= تابع در

         

x حد چپ نداشته باشد و یا اینکه حد چپ تابع  a= f در تابع
1 x نامتناهی باشد. a= در

       

x هم حد چپ و هم حد راست داشته باشد اما  a= f در تابع
این دو مقدار با هم برابر نباشند.

x نامتناهی باشد a= f از هر دو طرف در حاصل حد تابع

1 دراین موارد اصطلاحاً می گوییم که تابع f در x=a همسایگی یک طرفه دارد.
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 با کمی دقت در مثال فوق می توان فهمید که در بررسی حد تابع در نقطه x=a، مقدار تابع در آن نقطه، یعنی )f)a هیچ ارتباطی با حد تابع در آن نقطه 

ندارد. به عبارت دیگر بودن یا نبودن مقدار تابع در نقطه مورد نظر، در بررسی حد تابع هیچ تأثیری ندارد. برای درک بهتر این موضوع به شکل های زیر توجه کنید:

هر سه شکل بالا در x=a حد دارند، اما مقدار تابع در آن ها متفاوت است. پس در بررسی حد تابع در یک نقطه به مقدار آن تابع در آن نقطه توجهی نمی کنیم. 

حد توابع دستۀ اولحد توابع دستۀ اول
همونطور که گفتیم برای محاسبه حد این توابع، فقط کافیه که با توجه به دامنه تابع، مقدار تابع رو توی نقطه مورد نظر به دست بیاریم. خب بریم 

که قراره توی این بخش، بیشتر وقتا به جای x عدد بذاریم و کلی حال کنیم ... 
است، یعنی: C x برابر مقدار ثابت a= f در (x) c=  حد تابع ثابت: حد تابع ثابت

 : قضیه تقسیم     
x a

Clim C
→

=  :مثال   
x x
lim ( ) lim ( )
→ →

− + = − + =
2 2

1 3 1 3 2

a است، یعنی:  x برابر a= g(x) در x=  حد تابع همانی: حد تابع همانی

x : قضیه تقسیم  a
alim x

→
=  :مثال  

x ( )
lim x
→ −

= −
2

2  

 حد توابع مثلثاتی: برای بررسی حد این توابع هم، نقطه مورد نظر رو توی تابع جایگذاری می کنیم. فقط باید دقت کنیم که نقطه مورد نظر، توی 

دامنه تابع قرار داشته باشد.

x : قضیه تقسیم a
cot f ( cot f (a)m x)li

→
= x : قضیه تقسیم       a

tan f ( tan f (a)m x)li
→

x : قضیه تقسیم= a
cos f ( cos f (a)m x)li

→
x : قضیه تقسیم= a

sin f ( sin f (a)m x)li
→

=

 :مثال
xx

lim sin x lim cos x sin cos( )
π → π→

π + = + π = − + = 
 3 2

2

3 2 1 1 0
2

 

x حد دارد و مقدار حد با مقدار چندجمله ای  a= n در
n

n
nf (x) x xb b b bx −

−= + + + +1 1 0
1
  حد توابع چندجمله ای: هر چند جمله ای به فرم

x برابر است، یعنی: a= در

nn : قضیه تقسیم  n
x

n
a

b a bli a b a bf (m x) −
→

−= + + + +1
1 1 0

 :مثال   
x
lim ( x x ) ( )
→

+ − = + − = + − =2 2
3
2 4 2 3 3 4 18 3 4 17  

x برابر است با:   a= f در (x)b  حد توابع نمایی: حد توابع نمایی به فرم

 :مثال    : قضیه تقسیم   

x برابر است با:   a= blog در f (x)  حد توابع لگاریتمی: حد توابع لگاریتمی به فرم

 : قضیه تقسیم

 :مثال
x x
lim (log x ) log ( lim x ) log ( ) log log log
→ →

− = − = − = = = =2
2 2 2 2 2 23 3
2 2 2 2 6 2 4 2 2 2 2
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قضایای حدقضایای حد

 باشد، آن گاه: 
x a

g(xli Lm )
→

= 2   و
x a

f (xli Lm )
→

= x حد داشته باشند به طوری که1 a= g(x) در f و (x)  اگر توابع

x : قضیه تقسیم a x a x a
( glim ( ) li) f (x) fg (x L(x) xm ) li Lm ( )

→ → →
± = ± = ±1 21

 :مثال
x x x x
lim (x x ) lim x lim x lim ( ) ( )
→ → → →

− + = − + = − + = − + =3 2 3 2 3 2
2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 2 1 8 8 1 1

x : قضیه تقسیم a x a x a
lim ( ) ( l x( f (x) f ( Lim ).( lim )x x)g( ) g( )) L
→ → →

⋅ = = ⋅1 22

 برابر است با:
x
lim (f (x) g(x))
→

⋅
1

g(x) باشد، آنگاه حاصل x= +3 f و1 (x) x x= −2 2 مثال: اگر

 x x x
lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x)
→ → →

⋅ = ×
1 1 1  ( ) ( )x x

lim (x x) lim ( x ) ( ) ( )
→ →

− ==

= − × + = − × = −2
1 1

1 4

2 3 1 1 4 4
 

x : قضیه تقسیم a
x a

x a

f (x)lim
lim

li
f (x

mg(
)( ) L ,

x) g
L

L(x)
→

→
→

= = ≠1
2

23 0

 

 :مثال
x x

x
x x

lim sin x lim cos x

sin x cos xlim
tan x lim tan x lim

π π
→ →

π
→

π π
→ →

+ +++
= = = =

++ + +

6 6

6
6 6

1 3 3 1
32 2 2

1 1 23 1 3 1
3 3 3 3 3

) : قضیه تقسیم )
x

n
a x a

n nlim ( l( ) f (x) f (xim ) L)
→ →

= = 13)4(

:مثال
x x
lim ( x ) lim ( x ) ( )
→ →

 − = − = =
 
 
 

23 2 3 2
2 2

5

2 11 2 11 5 25


حد توابع دستۀ دوم: گفتیم که در این گروه از حدها برای محاسبه حد توابع شامل قدرمطلق، جزء صحیح و نیز حد توابع چند ضابطه ای در یک نقطه، باید حد چپ  	

و راست تابع مورد نظر را به صورت جداگانه به دست بیاوریم. حال در این قسمت می خواهیم این گروه از حدها را به صورت دقیق تر و موشکافانه تر تحلیل کنیم، اما به 

دلیل اهمیت این دسته، هر کدام را در درسنامه مجزایی مورد بررسی قرار می  دهیم. 

حد توابع شامل قدرمطلقحد توابع شامل قدرمطلق
، ابتدا باید تکلیف قدرمطلق را مشخص کرده و قدرمطلق را حذف کنیم. به عبارت دیگر در  x a= در بررسی حد توابع شامل قدرمطلق در نقطه

حدهای شامل قدرمطلق باید ابتدا عبارت درون قدرمطلق را تعیین علامت کرده و سپس به بررسی  و محاسبه حد بپردازیم. به این صورت که:
x عبارت داخل قدرمطلق را صفر نکند(، مراحل زیر را به ترتیب انجام می دهیم: a= x ریشه عبارت داخل قدرمطلق نباشد )یعنی a=  اگر

x مقدار عبارت داخل قدرمطلق مثبت باشد،  a= x تعیین می کنیم. به این صورت که اگر به ازای a= 11  علامت عبارت داخل قدرمطلق را به ازای
x مقدار عبارت داخل قدرمطلق منفی باشد، قرینه اش از قدرمطلق خارج می شود. a= خودش از قدرمطلق بیرون می  آید و اگر به ازای

22 پس از تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق، قدرمطلق را حذف کرده و حاصل حد را محاسبه می کنیم. 
x عبارت داخل قدرمطلق را صفر کند(، باید حد چپ و حد راست تابع را به ازای a= x ریشه عبارت داخل قدرمطلق باشد )یعنی a=   اگر

x جداگانه بررسی کرده و سپس درباره حد تابع در آن نقطه اظهارنظر کنیم. a=

حد توابع شامل جزء صحیححد توابع شامل جزء صحیح
برای بررسی حد توابع شامل جزءصحیح، باید ابتدا تکلیف جزء صحیح را مشخص کرده و به نوعی آن را از بازی حذف کنیم و سپس حاصل حد را 
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محاسبه کنیم، به عبارت دیگر در حدهای شامل جزء صحیح باید ابتدا آن را تعیین مقدار کرده و سپس به محاسبه حد بپردازیم.
برای این که این مبحث رو بهتر متوجه بشیم بذارید با یه مثال شروع کنیم؛ تابع

y رو در نظر بگیرید: [x]=

( بررسی می کنیم: x = 3 y را در یک نقطه صحیح )مثلًا [x]= ابتدا حد تابع
 

x با هم برابر نشد،  = 3 همانطور که مشاهده می کنید حد چپ و حد راست تابع در
x حد ندارد. پس در حالت کلی می توان گفت که تابع = 3 بنابراین این تابع در

y در نقاط صحیح حد ندارد. [x]=

( بررسی می  کنیم: /−1 5 حال، حد این تابع را در یک نقطه غیرصحیح )مثلًا

 

y در نقاط  [x]= ، حد چپ و حد راست برابری دارد. بنابراین می توان گفت که تابع x /= −1 5 نتیجه ای که به دست آمد جالب است، این تابع در
غیرصحیح دارای حد است. 

: x a= بنابراین برای بررسی حد توابع شامل جزءصحیح در نقطه  ای مانند
x برابر یک عدد غیرصحیح بشود، داریم: a=  اگر عبارت داخل جزء صحیح به ازای

x به دست آورده و جزء صحیح را حذف می کنیم. a= 11 ابتدا مقدار جزء صحیح را به ازای
22 سپس مقدار به دست آمده را به جای جزءصحیح جایگذاری کرده و حاصل حد را محاسبه می کنیم.

x جداگانه بررسی کنیم  a= x برابر یک عدد صحیح بشود، باید حد چپ و حد راست تابع را به ازای a=  اگر عبارت داخل جزء صحیح به ازای
و سپس درباره حد تابع در نقطه مورد نظر تصمیم گیری کنیم.

حد توابع چند ضابطه ایحد توابع چند ضابطه ای
 ، x a= حد توابع چند ضابطه ای معمولاً در نقاط مرزی مورد بررسی قرار می گیرند. بنابراین برای محاسبه حد توابع چند ضابطه ای در نقطۀ مرزی

باید حد چپ و حد راست تابع را به صورت جداگانه و با توجه به ضابطۀ آن به دست بیاوریم.
حالا اگر قرار باشه که حد تابعی رو توی نقطۀ مرزی x=a  محاسبه کنیم، نمونه های پایینی به ما کمک می کنن که بتونیم ضابطۀ مورد نظرمون رو بهتر تشخیص بدیم و ازش حد بگیریم.

g
y

(
f

x
(x

x
)
)

x
= 


∈
∉


g
y

(
f

x
(x

) x a
) x a

= 
 ≠

=
                              g

y
(

f
x

(x
) x a
) x a

= 
 <

≥
)y x

f

g(x) x

x
h(x a
( a

a

) x
= 
 <

>



=

g(x)حد راست g(x)حد راستضابطه f حد راستضابطه (x) fحد راستضابطه (x) ضابطه

g(x)حد چپ g(x)حد چپضابطه g(x) حد چپضابطه g(x) حد چپضابطه ضابطه

 برای محاسبه حد توابع چند ضابطه ای در نقاط غیر مرزی، با توجه به طول نقطه مورد نظر، ضابطه ای که این نقطه به دامنه آن تعلق دارد را پیدا کرده و 

فقط حد آن ضابطه را محاسبه می کنیم. 

x بررسی کنیم فقط از ضابطه پایینی استفاده  = −2 x بخواهیم حد تابع را در نقطه غیرمرزی xf (x)
x x

 − ≥= 
− <

2 1 1
1 2 1

مثال: اگر در تابع f با ضابطۀ

 

x x
lim f (x) lim ( x) ( )
→− →−

= − = − − = + =
2 2

1 2 1 2 2 1 4 5
x در دامنه ضابطه پایینی حضور دارد لذا داریم:    = −2 می کنیم چراکه نقطۀ
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حد توابع دسته سوم: همان طور که قبلاً نیز اشاره کردیم، این دسته از حدها که حد توابع رادیکالی و حد توابع مرکب را شامل می شوند. جزء هیچ کدام از دسته های قبلی  	

قرار ندادیم به این دلیل که این گروه از حدها نیاز به بررسی ویژه تری دارند.

بریم ببینیم که این ور داستان چه خبره ...

حد توابع رادیکالیحد توابع رادیکالی
- حد توابع رادیکالی با فرجه زوج
- حد توابع رادیکالی با فرجه فرد

حد توابع رادیکالی را به دو قسمت تقسیم می کنیم:  

 حد توابع رادیکالی با فرجه زوج:

x محاسبه می کنیم  a= ، ابتدا حاصل عبارت زیر رادیکال را به ازای x a= f) در x(x g )) = Z»p برای محاسبه حد توابع رادیکالی با فرجه زوج به فرم
(، که در این صورت با سه حالت مواجه خواهیم شد: g(a) )یعنی همون

x برابر مقدار تابع در این نقطه است به عبارت دیگر برای محاسبه حد تابع f فقط کافی  a= f در (x) g(a) باشد در این صورت حد تابع  اگر0<
x را در تابع f جای گذاری کنیم. a= است که نقطۀ

x به صورت جداگانه محاسبه کرده و سپس در مورد حد تابع  a= g(a) باشد در این صورت باید ابتدا حد چپ و حد راست تابع f را در  اگر0=
x اظهارنظر کنیم. a= f در

، حد ندارد. x a= g(a) باشد در این صورت می گوییم تابع f در  اگر0>

 حد توابع رادیکالی با فرجه فرد:

x به دست آوریم. a= ، فقط کافی است که مقدار تابع f را به ازای x a= f) در x(x g )) = joÎ برای محاسبه حد توابع رادیکالی با فرجه فرد به فرم
، یه راه دیگه هم وجود داره و اونم اینه که اول میایم و دامنۀ تابع f رو به دست میاریم و  x a= برای محاسبه حد توابع رادیکالی با فرجه زوج در

بعدش با توجه به دامنه تابع، داریم:
، حد ندارد. x a= ، کلًا در دامنه تابع قرار نداشته باشه اونوقت میگیم که تابع در x a=  اگر

، حد ندارد. x a= ، مرز دامنه تابع باشه بازم میگیم که تابع در x a=  اگر
، فقط  x a= x برابره یعنی برای محاسبه حد تابع در a= ، درون دامنۀ تابع قرار داشته باشه )لب مرز نباشه(، حد تابع با مقدار تابع در x a=  اگر

کافیه که این نقطه رو درون تابع جای گذاری کرده و مقدار تابع رو به ازای اون به دست بیاریم.

 x=a در سمت چپ نقطه f حد ندارد به عبارت دیگر اگر تابع ، x=a در f تعریف شده باشد آن گاه تابع x=a فقط در یک طرف نقطه f اگر  تابع 

تعریف نشده باشد، در این صورت تابع f در x=a حد ندارد و به طور مشابه می توان گفت که اگر تابع f در سمت راست نقطه x=a تعریف نشده باشد می گوییم 

که تابع f در x=a حد ندارد. 

حد توابع مرکبحد توابع مرکب
(، مراحل زیر را به ترتیب طی می کنیم:

x a
f (g(x))lim

→
x )یعنی a= f در (g(x)) برای محاسبۀ حد تابع مرکب

b باشد به این صورت: x به دست می آوریم و فرض می کنیم که مقدار این حد برابر a= 11 ابتدا حد تابع درونی را در
 x a

bglim (x)
→

=   
x معرفی می کنیم: a= f در (g(x)) x محاسبه کرده و مقدار به دست آمده را به عنوان حاصل حد تابع b= 22  سپس حد تابع بیرونی را در

 
x

x x b
a

a
)l

x
f (g f

lim g( )
)im l xim)

b
(x (→

→ →

=

 

توجه کنید که بعضی از مواقع قبل از ورود به مرحلۀ دوم، باید مشخص کنیم که تابع g با مقادیر بیشتر از b به b نزدیک می شود و یا با مقادیر کمتر 
از آن، که با معلوم شدن آن می توان نحوه میل کردن x به سمت b در مرحله دوم را تشخیص داد. به عبارت دیگر بعضی از مواقع در همان مرحله اول 

x را قرار بدهیم. b−→ x یا b+→ باید مشخص کنیم که در مرحلۀ دوم

 در برخی از سؤالات اگر رسم نمودار تابع مورد نظر را بلد باشیم می توانیم از روش رسم نمودار برای محاسبۀ حد خواسته شده استفاده کنیم.
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خُب! تا به اینجای کار با حدهایی سر و کار داشتیم که نقطه موردنظر رو توی تابع جایگذاری می کردیم و به جواب می رسیدیم ولی توی این بخش به حد توابع کسری برخورد می کنیم 

که توی اونا، حد صورت و مخرج کسر به سمت صفر میل می کنن )صفر حدی( و اصطلاحاً به حالت مبهم صفرصفرمُ می رسیم که باید با لطایف الحیلی اون ابهام رو رفع 

کنیم. آماده ای بریم تو دل داستان؟ بزن بریم... 

(، به 
x a
lim g(x) 0


  و 
x a
lim f (x) 0


 x به سمت صفر میل کنند )یعنی  a g(x) در  f و  (x)  اگر حد هر دو تابع 
x a

f (x)lim
g(x)

برای محاسبه 

0 می رسیم و برای اینکه بتوانیم حاصل این حد را به دست بیاوریم باید ابهام آن را رفع کنیم. 
0

حالت مبهم 

حالا این ابهام رو چطوری میشه از بین برد؟ بیا تا بهت بگم... 

- حذف عامل ابهام به کمک اتحادها، فاکتورگیری، تجزیه و قاعده تقسیم
- حذف عامل ابهام به کمک گویا کردن کسرهای شامل عبارت رادیکالی

- دستور هوپیتال
- استراتژی هم ارزی در صفر

 استراتژی های رفع ابهام _ :  

حذف عامل ابهام به کمک اتحادها، فاکتورگیری، تجزیه و قاعده تقسیمحذف عامل ابهام به کمک اتحادها، فاکتورگیری، تجزیه و قاعده تقسیم

f باشد می توان نتیجه گرفت که چندجمله ای های  (a) g(a) 0  g(x) چندجمله ای بوده و  f و  (x) ، اگر  f (x)y
g(x)

 در یک تابع کسری به فرم 

x) بخش پذیرند بنابراین می توانیم به کمک عواملی نظیر اتحادها )جبری و مثلثاتی(، فاکتورگیری، تجزیه و  a) ، هر دو بر عامل  g(x) f و  (x)

استفاده از قاعده تقسیم چندجمله ای ها، عامل ابهام را در صورت و مخرج کسر ظاهر کرده و آن ها را با هم ساده کنیم و در نهایت حد تابع به دست 
x محاسبه کنیم.  a آمده را به ازای 

فعلن بیاین چند تا از اتحادهای مهم و پرکاربرد رو با هم مرور کنیم... 

اتحادهای جبری

a b (a b)(a ab b )• + = + − +3 3 2 2a b (a b)(a b)= −• − +2 2

(a b) a a b ab b+ = + + +• 3 3 2 2 33 3(a b) a ab b• ± = ± +2 2 22

(a b) a a b ab b− = − + −• 3 3 2 2 33 3a b (a b)(a ab b )• − = − + +3 3 2 2

اتحادهای مثلثاتی

sin x sin x cos x• =2 2sin x cos x• + =2 2 1

cos x cos x sin x−• = 2 22xcos x sin• =− 21 2
2

cos x cos x sin x• = − = −2 22 2 1 1 2xcos x cos• =+ 21 2
2

cos xcos x +
=• 2 1 2

2
x xsin x (sin cos )• − = − 21
2 2

cos xsin x −
=• 2 1 2

2
x xsin x (sin cos )• + = + 21
2 2

tan x cot x cot x• − = −2 2tan x
cos x

=• + 2
2
11

tan x cot x
sin x

• + =
2
2

cot x
sin x

=• + 2
2
11

0
0
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حذف عامل ابهام به کمک گویا کردن کسرهای شامل عبارت رادیکالیحذف عامل ابهام به کمک گویا کردن کسرهای شامل عبارت رادیکالی

g(x) )و یا گاهی وقتا هر دو(، شامل عبارت رادیکالی باشند، در این  f و یا  (x) ، اگر تابع 
x a

f (x)lim
g(x)

0 از حد توابع کسری به فرم 
0

برای رفع ابهام 

صورت با توجه به فرجه رادیکال و با استفاده از اتحادهای مزدوج و یا چاق و لاغر، صورت و مخرج کسر را در عبارت رادیکالی مناسبی ضرب می کنیم، 
سپس به کمک همین اتحادها، عامل صفر کننده را در صورت و مخرج کسر ظاهر کرده و آن ها را با هم ساده می کنیم و در نهایت حاصل حد را در 

x به دست می آوریم. a

  =• + − −( a b)( a b) a b       ±• ± + =3 32 23 3 3( a b)( a ab b ) a b      

 

b≠ باشد، آن گاه حد  0 x= برابر صفر بوده ولی حاصل حد برابر عدد حقیقی  a ، اگر حد صورت کسر به ازای 
→x a

f(x)lim
g(x)

 در حد توابع کسری به فرم 

x= برابر صفر باشد.  a مخرج کسر نیز باید به ازای 
→ →→

== →= ≠
x x aax a

lim g(x) 0f(x)lim b
g(x)

lim f(x), 00

b باشد، آن گاه حد صورت  x= برابر صفر بوده ولی حاصل حد برابر عدد حقیقی a ، اگر حد مخرج کسر به ازای 
→x a

f(x)lim
g(x)

 در حد توابع کسری به فرم 

x= برابر صفر باشد.  a کسر نیز باید به ازای 

→ →→
== →= ∈

x x aax a
lim f(x) 0f(x)lim b

g(x)
lim g(x), 0

x= دارای حفره باشد، می توان نتیجه گرفت که:  a f(x) در نقطه   مطابق شکل مقابل، اگر نمودار تابع کسری 

x= ریشه مشترک صورت و مخرج کسر است.  a  

→
=

x a
lim f(x) b b است به عبارت دیگر:  x= برابر  a در نقطه  f  حد تابع 

 در حد توابع کسری، اگر تابع موردنظر شامل جزء صحیح و یا قدرمطلق باشد، قبل از هر چیز باید تکلیف آن ها را مشخص کنیم به این صورت که 

جزء صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت می کنیم و سپس به محاسبه حد موردنظر می پردازیم. 

 ) )HOPHOP( رفع ابهام به کمک دستور هوپیتال )رفع ابهام به کمک دستور هوپیتال

0 برسیم می توانیم از دستور هوپیتال برای رفع این ابهام استفاده کنیم به این 
0

، به حالت مبهم 
x a

f (x)lim
g(x)→

x در  a= اگر بعد از جایگذاری نقطه 

 را به دست بیاوریم 
x a

f (x)lim
g (x)→

′
′

، می توانیم مقدار حد 
x a

f (x)lim
g(x)→

x مشتق پذیر باشند به جای محاسبه حد  a= صورت که اگر توابع f و g در 

x حد می گیریم  a= یعنی از صورت و مخرج کسر داده شده به صورت جداگانه مشتق گرفته و عبارت جدیدی بسازیم و سپس از عبارت جدید در 
fبه عبارت دیگر:

x a

g

x a
HOP f (xl )

x
l

(
im

g (x
f (x)
g )

im
)→ →

′
=

′
→

0
0





¢Tz¶

¢Tz¶

حالا اگه میخای خیلی از سؤال های ابهام -  رو سه سوته حل کنی یه نگاه به جدول پایین بنداز و فرمول های مشتق گیری رو یاد بگیر و بعدش بیا پیشم!

 قواعد مشتق گیری 1: 

تابعمشتقمثال

y y→ ′= − =2 0y′ =0y = عدد ثابت 

y x y→ ′= =2 2y a′ =y ax=

y x y x′→= =3 22 6ny nx −′ = 1ny x=

y ( x x) y ( x )( x x)′= − = − −→2 3 2 23 2 3 6 2 3 2ny nf (x)(f (x)) −′ ′= 1ny (f (x))=

0
0
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y x y
x

−′= →− + =
− +

44 1
2 4 1

ay
ax b

′ =
+2

y ax b= +

y x y
x

′→= =4 3
4
3

4n n m
my

n x −
′ =n my x=

( )y ( x ) y
( x )

′= + =
+

→23
3

2 33 2
3 3 2n mn

mf (x)y
n (f (x)) −

′
′ =mny (f (x))=

 قواعد مشتق گیری 2:

عملیاتتابعمشتقمثال

y ( x ) y ( x ) x′= = =→3 2 23 2 3 6 18y kf (x)′ ′=y kf (x)=ضرب در عدد

y x x y ( x)
x

′= − =→ −23
3 2

1 1 1 2
2 23

y f (x) g (x)′ ′ ′= ±y f (x) g(x)= جمع و تفریق±

y x (x ) y (x ) ( x) x
x

+→ ′= − = −2 211 1 2
2

y f (x)g(x) g (x)f (x)′ ′ ′= +y f (x) g(x)= ضرب×

x ( x)( x x) ( x )( x )y y
x x ( x x)

− − − − −′= =
−

→
−

2 2 2

2 2 2
2 1 4 3 6 1 2 1
3 3

f (x)g(x) g (x)f (x)y
(g(x))

′ ′−′ = 2
f (x)y
g(x)

تقسیم=

y f (x ) y ( x)f (x )′ ′=→= 2 22y g (x)f (g(x))′ ′ ′=y f (g(x))=ترکیب

 چند مشتق مهم:

yتابع x=y x= 3y x= 3 2y
x

=
1ax by

cx d
+

=
+

yمشتق
x

′ =
1

2
y

x
′ =

3 2
1

3
y

x
′ = 3

2
3

y
x
−′ = 2
1ad bcy

(cx d)
−′ =
+ 2

 در محاسبه حد عبارت های کسری شامل رادیکال در x=a ، اگر عبارت زیر رادیکال به ازای x=a برابر صفر شود، برای محاسبه آن حد نمی توانیم 

رادیکال  آن   ،... و  گویا کردن  مثل  روش هایی  به کمک  ابتدا  باید  حدها  از  نوع  این  حاصل  آوردن  دست  به  برای  کنیم.  استفاده  هوپیتال  دستور  از 

را از بین ببریم و سپس حاصل حد را به دست بیاوریم. 

 اگر بعد از استفاده از دستور هوپیتال مجدداً به حالت مبهم _ رسیدیم، می توانیم مجدداً از دستور هوپیتال استفاده کنیم. 

رفع ابهام به کمک استراتژی هم ارزی در صفررفع ابهام به کمک استراتژی هم ارزی در صفر
x رفتار مشابهی داشته  a= x هم ارز گوییم هرگاه این دو تابع در همسایگی محذوف  a= g(x) را در نقطه  f و  (x) مفهوم هم ارزی: دو تابع 

باشند به عبارت دیگر:

x

x a

x

a

a

li

)

l

m g

)

(

x

x)

l f

f (xim
g(

m (x) g(xf )

)

i (x
→

→

→

=

=









→



= 

1

0

0

: علامت هم ارز بودن    


 الف( هم ارزی کم توان
ب( هم ارزی مثلثاتی

ج( هم ارزی برنولی
 هم ارزی های مهم در صفر:  

 0
0

در ادامه هر کدام از این هم ارزی ها را معرفی می کنیم اما نکته مهم این است که زمانی می توانیم از این روش استفاده کنیم که اولاً به حالت مبهم 
برسیم و ثانیاً متغیر موجود در سؤال به سمت صفر میل کند. 

0
0
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الف( هم ارزی کم توان:  به کمک این روش در چندجمله ای ها و عبارت های رادیکالی فاقد عدد ثابت، می توانیم از جملات پرتوان صرف نظر کنیم به عبارت 

دیگر می توانیم جملات با کم ترین توان را نگه داریم و مابقی جملات را حذف کنیم. 

 : قضیه تقسیم
x x

xl lim ax bx im acx
→ →

+ + +2 3
0 0



ب( هم ارزی مثلثاتی: در توابع مثلثاتی اگر کمان آن ها به سمت صفر میل کند می توانیم از هم ارزی های زیر استفاده کنیم: 

نوع تابعهم ارزیمثال

sin x x

sin ( x) ( x) x

•

• =





2 2 2

3 3

2 2 4n n

sin u u

sin u u

•

•





u سینوسی0→

( x) xcos x x

( x) xcos x x

• − = − = −

− = − =• −





2 2
2

2 2
3 2

2 42 1 1 1 2
2 2

3 2 122 1 1 1 6
2 2

n

ucos u

nucos u

•

•

−

−





2

2

1
2

1
2

u کسینوسی0→

tan x x

tan x (tan x) x

•

=•
1 1
2 2

3 3



n n

tan u u

tan u u

•

•





u تانژانت0→

)n از عبارت هم ارز  u)±1 ، اگر u به سمت صفر میل کند، می توانیم به جای عبارت  n( u)±1 ج( هم ارزی برنولی: در محاسبه حد توابع شامل عبارت 

) استفاده کنیم.  nu)±1 آن یعنی 
u u

n )l lim ( nuim ( u)
→ →

±±
0 0

11 

 اگر پس از استفاده از هم ارزی، کل عبارت موجود در صورت و مخرج با هم ساده شوند حاصل آن حد قابل اطمینان نیست و توصیه می شود که در 

این حالت از سایر روش ها برای محاسبه آن حد استفاده کرد. 

: x a= ، پس از جایگذاری 
x a

f (x)lim
g(x)→

 در حد توابع کسری به فرم 

 اگر صورت کسر برابر صفر مطلق باشد، حاصل آن حد برابر صفر است. 

 اگر مخرج کسر برابر صفر مطلق باشد، حاصل آن حد تعریف نمی شود و اصطلاحاً می گوییم که حاصل حد وجود ندارد. 

 اگر هم صورت و هم مخرج کسر برابر صفر مطلق باشد حاصل آن حد وجود ندارد. 

مفهوم حدهای نامتناهی )حد بی نهایت( مفهوم حدهای نامتناهی )حد بی نهایت( 
f را در نظر بگیرید:  (x)

x
=

1 ) می شود. به عنوان مثال، تابع   )∞ در این گونه از حدها، اگر x به سمت یک عددی مانند a میل کند، حاصل حد برابر بی نهایت 
( به صفر نزدیک می شود، مقادیر تابع همواره افزایش می یابد.  +0 با توجه به نمودار این تابع، مشخص است وقتی که x با مقادیر بزرگ تر از صفر )یعنی 

به عبارتی دیگر، اگر x را به اندازه کافی و با مقادیر بزرگ تر از صفر، به صفر نزدیک کنیم مقادیر تابع از هر 

x
lim

x+→
= +∞

0

1 عدد دلخواه مثبتی بزرگ تر خواهد شد که در این صورت می نویسیم: 

( به صفر نزدیک کنیم،  −0 به همین ترتیب، با توجه به نمودار بالا، وقتی x را با مقادیر کمتر از صفر )یعنی 

x
lim

x−→
= −∞

0

1 مقادیر تابع بدون هیچ محدودیتی کاهش می یابد که در این حالت می نویسیم: 
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حالا بیاین حالت های حد بی نهایت رو با هم بررسی کنیم...

حالت اول( حدهای یک طرفه نامتناهی:
x تعریف شده باشد، داریم:  a= اگر تابع f در یک همسایگی یک طرفه )یا فقط از راست و یا فقط از چپ( 

x a
lim f (x)

+→
= −∞

x a
lim f (x)

+→
= +∞

x a
lim f (x)

−→
= −∞

x a
lim f (x)

−→
= +∞

حالت دوم( حدهای دو طرفه نامتناهی:
x تعریف شده باشد، داریم:  a= اگر تابع f در یک همسایگی محذوف 

x a
lim f (x)

+→
= +∞

x a
lim f (x)

+→
= −∞

x a
lim f (x)

+→
= −∞

x a
lim f (x)

+→
= +∞

x a
lim f (x)

−→
= −∞

x a
lim f (x)

−→
= +∞

x a
lim f (x)

−→
= −∞

x a
lim f (x)
→ −

= +∞

 )برعکسش هم درسته(
x a
lim f (x)
→

= +∞  باشه، اونوقت می تونیم بگیم که: 
x a
lim f (x)

−→
= +∞  و 

x a
lim f (x)

+→
= +∞  اگه 

 )برعکسش هم درسته(
x a
lim f (x)
→

= −∞  باشه، اونوقت می تونیم بگیم که: 
x a
lim f (x)

−→
= −∞  و 

x a
lim f (x)

+→
= −∞  اگه 

اگه حاصل حد تابعی در یه نقطه بی نهایت بشه، به این معنیه که اون تابع توی اون نقطه حد نداره! چرا که اگه یادتون باشه توی تعریف حد گفتیم 
که اگه حاصل حد تابعی توی یه نقطه موجود و متناهی باشه، می تونیم بگیم که اون تابع تو اون نقطه حد داره.

محاسبه حدهای نامتناهیمحاسبه حدهای نامتناهی
، دو حالت را بررسی می کنیم: 

x a

f (x)lim
g(x)→

هدف ما در این درسنامه، محاسبه حد نامتناهی در توابع کسری است. حال برای محاسبه حد 

x برابر صفر باشد، در این صورت حاصل  a= x برابر عددی غیرصفر و حاصل حد مخرج کسر در  a= حالت اول: اگر حاصل حد صورت کسر در 
∞، باید علامت عدد صورت کسر و علامت صفر مخرج را تعیین کنیم که  ∞− خواهد شد که برای مشخص کردن علامت  ∞+ و یا  حد برابر 

حالت های مختلف آن را در جدول زیر بررسی کرده ایم: 

مثال
x a

f (x)lim
g(x)→x a

lim g(x)
→x a

lim f (x)
→

x

xlim
x− +→

−
= = +∞

−2

1 1
2 0+

+
= +∞

0
jkø+0+ عدد

x

xlim
x− −→

+
= = −∞

−22

3 5
4 0−

+
= −∞

0
jkø−0+ عدد

x

xlim
x+ +→

− −
= = −∞

−21

2 1
1 0+

−
= −∞

0
jkø+0− عدد

x ( )

xlim
x− −→ −

+ −
= = +∞

+1

2 1 1
1 0−

−
= +∞

0
jkø−0− عدد
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توجه کنید در تمامی موارد بالا، مقدار حد مخرج کسر برابر صفر حدی است به عبارت دیگر، حاصل حد مخرج کسر، عددی بسیار نزدیک به صفر 
است و دقیقاً خودِ صفر نیست و از طرفی از درسنامه های قبل به یاد داریم که اگر در یک حدی حاصل حد مخرج کسر برابر صفر مطلق )یعنی خودِ 

خودِ صفر( باشد، در این صورت، می گوییم که آن حد جواب ندارد و اصطلاحاً تعریف نشده است. 
( باشد،  −∞ و یا  +∞ x برابر بی نهایت )حالا یا  a= x برابر یک عدد  و حاصل حد مخرج کسر در  a= حالت دوم: اگر حال حد صورت کسر در

در این صورت، حاصل حد برابر صفر است، به عبارت دیگر: 

a : قضیه تقسیم

x a

x

x a
lim g

l
f (x) Llim
g(x

)

)

L

(x)

im f (x
→

→
→



=
 ⇒ =


±∞

=
=

±∞
0

∞− شود، در این صورت، x = m ریشه مرتبه زوج مخرج کسر است.  ∞+ یا   اگر حاصل حد یک تابع کسری در x = m از هر دو طرف برابر 

x m

f (x)lim
g(x)→

= −∞
x m

f (x)lim
g(x)→

= +∞

ax باشد، در این صورت:  bx c+ +2 حالت خاص:  در این حالت، اگر عبارت موجود در مخرج کسر، یک عبارت درجه دوم به فرم 

a) است. x a xx b c m)=+ −+2 2  فرم کلی عبارت درجه دوم موجود در مخرج کسر به صورت 

 دلتای عبارت مخرج کسر برابر صفر است. 
، ریشه مضاعف مخرج کسر است، پس: x m=  

 : قضیه تقسیم

: c m
a

: b m
a







− =

= 2

2IÀ¾zÄn Ì ¼µ\¶

IÀ¾zÄn Joñ±ÅIe
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مفهوم حد در بی نهایتمفهوم حد در بی نهایت
تا به اینجای کار با حدهایی سروکار داشتیم که در آن ها متغیر x به سمت عدد حقیقی a میل می کرد که در این حالت، حاصل حد برابر عدد حقیقی 
 ) −∞ ∞+ و یا  ∞± می شد. اما در این بخش، می خواهیم حدهایی را به شما معرفی کنیم که در آن ها متغیر x به سمت بی نهایت )حالا یا  L و یا 

∞± باشد. میل می کند که در این حالت نیز حاصل حد می تواند برابر عدد حقیقی L و یا 
به عنوان مثال، نمودار توابع f و g را در نظر بگیرید: 

با توجه به نمودارهای فوق می توان گفت که: 

x
lim f (x)
→+∞

=1 y نزدیک تر می شوند، پس:   ، مقادیر تابع f به خط 1= (x )→ +∞  هر چقدر به سمت xهای بزرگ تر حرکت کنیم 

x
lim f (x)
→−∞

= y نزدیک تر می شوند، پس:  0 = ، مقادیر تابع f به خط 0 (x )→ −∞  هر چقدر به سمت xهای کوچک تر حرکت کنیم 

x
lim g(x)
→+∞

= +∞ ∞+ میل می کنند، پس:   ، مقادیر تابع g نیز به سمت  (x )→ +∞  هر چقدر به سمت xهای بزرگ تر حرکت کنیم 

x
lim g(x)
→−∞

= −∞ ∞− میل می کنند، پس:   ، مقادیر تابع g نیز به سمت  (x )→ −∞  هر چقدر به سمت xهای کوچک تر حرکت کنیم 

خلاصه کلام... 

,a) تعریف شده باشد:  )+∞ حالت اول: اگر تابعی مانند f در بازه ای مانند 

نمودارمثالنمادتعریف

، مقادیر  +∞ با میل کردن x به سمت 
میل   L حقیقی  عدد  سمت  به   f تابع 

می کنند.
x

lim f (x) L
→+∞

=f (x)
x

=
1

، مقادیر  +∞ با میل کردن x به سمت 
∞+ میل می کنند.  xتابع f نیز به سمت

lim f (x)
→+∞

= +∞f (x) x= 2
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، مقادیر  +∞ با میل کردن x به سمت 
∞− میل می کنند. xتابع f به سمت 

lim f (x)
→+∞

= −∞f (x) x= −

) تعریف شده باشد:  ,a)−∞  حالت دوم: اگر تابعی مانند f در بازه ای مانند 

نمودارمثالنمادتعریف

، مقادیر  −∞ با میل کردن x به سمت 
میل   L حقیقی  عدد  سمت  به   f تابع 

xمی کنند. 
lim f (x) L
→−∞

=f (x)
x

= 2
1

، مقادیر  −∞ با میل کردن x به سمت 
∞+ میل می کنند. xتابع f به سمت 

lim f (x)
→−∞

= +∞f (x) x= − 3

، مقادیر  −∞ با میل کردن x به سمت 
∞− میل می کنند. xتابع f نیز به سمت 

lim f (x)
→−∞

= −∞f (x) x= 3

( باشد. −∞ یا +∞ x میل کند، حاصل حد می تواند برابر عدد حقیقی L و یا برابر بی نهایت ) → −∞ x یا  → +∞ بنابراین، اگر 

قضیه های حد در بی نهایتقضیه های حد در بی نهایت
، در این صورت:  (n )∈ 11 اگر n عددی طبیعی باشد 

n فرد باشدn زوج باشد

n
x

lim x
→±∞

= +∞
n

x
lim x
→+∞

= +∞

n
x

lim x
→−∞

= −∞

n) باشد، در این صورت:  )∈ a) و n عددی طبیعی  )∈ 22 اگر a عددی حقیقی 

nx

alim
x→±∞

= 0
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L) باشد، داریم:  ,L ,L)∈1 2 
33 اگر 

x
lim f (x)
→+∞x

lim g(x)
→+∞

( )
x

lim f (x) g(x)
→+∞

+( )
x

lim f (x) g(x)
→+∞

−( )
x

lim f (x) g(x)
→+∞

×
x

f (x)lim
g(x)→+∞

L1L2L L+1 2L L−1 2L L1 2
L

; L
L

≠1
2

2
0

L+∞L +∞ = +∞L −∞ = −∞
; L

; L

+∞ >

−∞ <

0
0

L ;L

L ;L

+

−

 = >+∞

 = <+∞

0 0

0 0

L−∞L ( )+ −∞ = −∞L ( )− −∞ = +∞
; L

; L

−∞ >

+∞ <

0
0

L ; L

L ;L

−

+

 = >−∞

 = <−∞

0 0

0 0

x نیز برقرار است. → −∞ توجه کنید که این قضایا برای حالتی که 

هم ارزی پرتوانهم ارزی پرتوان
∞− می توانیم به جای آن، جملۀ با بزرگ ترین  ∞+ یا  n در  n )f (x) ax bx .. n( , n. ;−= ∈+ ≥+ 1 0 برای محاسبه حد یک عبارت به فرم 

توان از آن را نگه داشته و بقیه جملات را حذف کنیم، به عبارت دیگر: 

n
x

n n
x

l mim . li a(ax bx . x.)−
→±∞ →±∞

+ +1


x میل می کند تعیین علامت می کنیم و  → ±∞  برای محاسبه حد توابع شامل قدرمطلق در بی نهایت، ابتد  عبارت داخل قدرمطلق را زمانی که 

سپس با حذف قدرمطلق، حاصل حد را محاسبه می کنیم.

 : : ∞
∞

حالت مبهم حالت مبهم 

∞ برخورد می کنیم که باید از آن رفع 
∞

، اگر حاصل حد صورت و مخرج کسر برابر بی نهایت باشد، به حالت مبهم 
x

f (x)lim
g(x)→±∞

 در حدهای به فرم 

∞ کاربرد دارد، استفاده از هم ارزی پرتوان در صورت و مخرج کسر است که در این حالت با توجه 
∞

ابهام کنیم. یکی از روش هایی که برای رفع ابهام 

به درجۀ عبارت صورت و مخرج کسر، با سه حالت مواجه می شویم. به عبارت دیگر: 

n n

xmx

n

m m
ax bx ...l

.
axliim

a x b x
m

a.. x→±− ∞

−

→±∞

+ +

′ ′+ + ′

1

1 

نمونهجواب حدشرط

اگر درجه صورت کسر از درجه مخرج 
nکسر، بیشتر باشد.  m>( )−∞ ) یا  )+∞

x x

x xlim lim
x x→+∞ →+∞

+
= +∞

3 3

2 2
2 1 2



اگر درجه صورت کسر با درجه مخرج 
کسر، برابر باشد.

n m=
a
a′x x

x x xlim lim
x x→−∞ →−∞

− −
= −

−

2 2

2 2
3 3 3

22 1 2


اگر درجه صورت کسر از درجه مخرج 
nکسر، کمتر باشد. m<صفر

x x

x xlim lim
x x x→+∞ →+∞

−
=

−

2 2

3 3
1 0

2 3 2

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محاسبه حد توابع شامل جزء صحیح در بی نهایت:محاسبه حد توابع شامل جزء صحیح در بی نهایت:
، ابتدا حدِ عبارت درون براکت را به دست می آوریم و سپس با توجه به مقدار به دست آمده با حالت های 

x
lim [f (x)]
→±∞

برای محاسبه حدهای به فرم 
زیر مواجه می شویم: 

[a] است. حالت اول: اگر حاصل حد عبارت داخل براکت در بی نهایت، برابر عدد غیرصحیح a باشد در این صورت حاصل حد برابر 

x x
lim [f (x)] [a]lim f (x) a

∞ →→ ±∞±
= ∉ =→

حالت دوم: اگر حاصل حد عبارت داخل براکت در بی نهایت، برابر عدد صحیح b باشد در این صورت ابتدا با روش هایی مانند عددگذاری، تفکیک 
کسر، رسم نمودار و ... تعیین می کنیم که عبارت داخل براکت با مقادیر بیشتر از b به آن نزدیک می شود یا کمتر از آن و پس از مشخص شدن این 

موضوع، جزء صحیحِ آن عدد را به عنوان جواب مسئله اعلام می کنیم.

x

x

x

b
l

: lim [f (x)] [ ] b

: lim [f (x)] [b
im f (x) b

] b

b

b±

+
→±∞

+

−
→

→
±

−
∞

∞






= =
∈

= −
→


=

=
1



∞− باشد در این صورت می توانیم جزء صحیح را برداشته و از تابع موجود  ∞+ یا  حالت سوم: اگر حاصل حد عبارت داخل براکت در بی نهایت برابر 
در بی نهایت حد بگیریم.

x x x
)l lim [f (x)] liim f (x m) f (x

→±± ∞ →±∞→ ∞
∞→±= 

حد توابع نمایی و لگاریتمی در بی نهایتحد توابع نمایی و لگاریتمی در بی نهایت

( ) x
af x log=( ) xf x a=

a< <0 1a >1a< <0 1a >1

( )
x

lim f x
→+∞

= −∞
 

( )
x

lim f x
→+∞

= +∞
 

( )
x

lim f x
→+∞

=0
 

( )
x

lim f x
→+∞

= +∞

( )
x

lim f x
→−∞

= jnHkº j¼]»( )
x

lim f x
→−∞

= jnHkº j¼]»( )
x

lim f x
→−∞

= +∞( )
x

lim f x
→−∞

=0

هم ارزی توانی:

x میل می کند، جمله با بزرگ ترین پایه را انتخاب کرده و مابقی جملات را حذف می کنیم  → +∞ ، زمانی که  x xy a b= + در عبارت هایی به فرم 
x میل می کند، جمله با کوچک ترین پایه را انتخاب کرده و از بقیه جملات صرف نظر می کنیم. به عبارت دیگر  → −∞ و به طریق مشابه، زمانی که

a ، داریم:  b> با فرض 

x

x

x x

xxi

i

a

b

x

x

: a

b

f

f

b

a:

→ +∞

→ − +∞

+ 



) :مثال ) ( ) ( )x x
x

x x x
x x x x

lim lim lim lim− +∞
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

−∞
   − = − − = − = − =    

2 12 3 3 3 3
4

3   
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پیوستگی در نقطهپیوستگی در نقطه

پیوسته است، هرگاه دو شرط زیر را داشته باشد:   x a= f در نقطه تابع
 

x a x a
lim limf (x) f ) b(x

− +→ →
= = x حد داشته باشد:  a= f در نقطه 11 تابع

x a
f (a) f (x) bl (im )a

→
= ∈=  x موجود و برابر حد تابع باشد:  a= f در نقطه 22 مقدار تابع

پیوسته باشد باید: x a= f در نقطه به بیان دیگر برای این که تابع
( ) ( ) ( )

ax a x

x a

lim f (

x a

f

x a

lim f (x (a)x))
+ −→ →

= =

=





= =



=


=

nj ÍMIU nHk£nnj SwHn keÂwnI  ·IMp ¾M :

ÂòIÄn ·IMp ¾M :

j Oa ke ¶

پیوستگی یک طرفهپیوستگی یک طرفه
الف( پیوستگی راست:

x با مقدار تابع در آن نقطه برابر باشد. a= x از راست پیوسته است، هرگاه حد راست تابع در نقطه a= f در تابع

x a
f (x) alim f ( )

+→
=  

ب( پیوستگی چپ:

x با مقدار تابع در آن نقطه برابر باشد. a= x از چپ پیوسته است، هرگاه حد چپ تابع در نقطه a= f در  تابع

x a
f (x) alim f ( )

−→
=  

x پیوسته  a= f در ، هم از راست و هم از چپ پیوسته باشد، در این صورت تابع x a= f در همسایگی بنابراین اگر تابع
است.

پیوستگی روی بازهپیوستگی روی بازه
برای بررسی پیوستگی یک تابع در یک بازه حالت های زیر را داریم:

a) پیوسته است، هرگاه این تابع در همه زیرمجموعه های این بازه پیوسته باشد. , b) f روی بازه 11 تابع

a) پیوسته است، هرگاه: , b] f روی بازه 22 تابع
a) پیوسته باشد. , b) f در همه نقاط بازه باز  تابع

 
x b

f (x) blim f ( )
−→

= x پیوستگی چپ داشته باشد، یعنی: b=  این تابع در نقطه

a] پیوسته است، هرگاه: , b) f روی بازه 33 تابع
a) پیوسته باشد. , b) f در همه نقاط بازه باز  تابع

 
x a

f (x) alim f ( )
+→

= x پیوستگی راست داشته باشد، یعنی: a=  این تابع در نقطه

a] پیوسته است، هرگاه: , b] f روی بازه 44 تابع
a) پیوسته باشد. , b) f در همه نقاط بازه باز  تابع

 x b= نقطه   و همچنین در 
x a

f (x) alim f ( )
+→

= یعنی: باشد،  x پیوستگی راست داشته  a= نقطه تابع در  این    
  

x b
f (x) blim f ( )

−→
= پیوستگی چپ داشته باشد، یعنی:
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(a,b) باشد، نیز پیوسته است. به عنوان مثال اگر تابعی در بازه (a,b) پیوسته باشد، آن گاه در هر بازه ای که زیرمجموعه ای از بازه در بازه f  اگر تابع

) نیز پیوسته است )خُب معلومه دیگه! به قول شاعر که میگه: چون که   100  1 ,3)− ) پیوسته باشد آن گاه می توان گفت که این تابع در هر زیرمجموعه ای از بازه 1 ,3)−

آید نود هم پیش ماست(

بررسی پیوستگی تابع جزءصحیحبررسی پیوستگی تابع جزءصحیح
 : y [f (x)]= در تابع با ضابطه

 x a= ، در نقطه y [f (x)]= ، در آن صورت تابع (f (a) )∉ x عبارت داخل جزء صحیح برابر یک عدد غیرصحیح باشد  a= 11 اگر به ازای 
پیوسته است.

2 می شود، که عددی 
3

x برابر =
1
3

x پیوسته است، چرا که عبارت داخل جزءصحیح به ازای =
1
3

y در نقطه [ x]= 2  به عنوان مثال تابع
غیرصحیح است.

، در آن صورت داریم:     (f (a) )∈ x عبارت داخل جزءصحیح برابر یک عدد صحیح باشد a= 22  اگر به ازای
y در این نقطه پیوسته است. [f (x)]= f باشد، تابع (x) x طول نقطه مینیمم نسبی تابع a=   اگر

y در این نقطه ناپیوسته است. [f (x)]=   در غیر این صورت تابع

f می گوییم. البته  x را مینیمم نسبی تابع  a= ، از مقدار نقاط تعریف شده اطرافش کمتر و یا مساوی باشد، نقطه x a= f در نقطه  اگر مقدار تابع 

نگران نباش مفهوم مینیمم نسبی رو توی فصل کاربرد مشتق یاد می گیریم ...  

 تأثیر عامل صفرشونده: 

g(a)) در آن ضرب شود،  )= 0 x برابر صفر است  a= g(x) که در x ناپیوسته است، حال اگر عبارتی مانند a= y در [f (x)]= فرض کنید تابع
x پیوسته خواهد شد. a= کل عبارت در 

 g(a)[f (x))y ]g(x == →0óo{IM x پیوسته a= در

x برابر صفر است در آن ضرب شود کل عبارت به دست  x) که در1= )−1 x ناپیوسته است، حال اگر عبارت y در1= [x]= به عنوان مثال تابع
آمده پیوسته خواهد شد.

 f (x) [x]=• → x ناپیوسته است f در1=

 
x x

f (x) (x )[x] lim f (x) lim f (x) f ( )
+ −→ →

= − = =• =→ →
1 1

1 1 0 x پیوسته است  f در1=

 [a ,b] y= در بازه [f(x)]  تعداد نقاط ناپیوستگی تابع

a] به دست آوریم: ,b] y= را در بازه [f(x)]برای این که تعداد نقاط ناپیوستگی تابع 

;= ∈k)( x kf( ) 11 ابتدا نقاطی از بازه داده شده که عبارت داخل جزء صحیح به ازای آن ها برابر عدد صحیحی می شود را به دست می آوریم 

f(x) را )در صورت وجود( از بین نقاط به دست آمده کنار می گذاریم. 22  نقاط مینیمم نسبی تابع

33 درنهایت به سراغ نقاط ابتدا و انتهای بازه می رویم، اگر نقاط ابتدا و انتهای بازه جزء نقاط مرحله اول باشند، داریم:

x= از راست پیوسته باشد، این نقطه جزء نقاط ناپیوستگی به حساب نمی آید.  a x= بررسی می کنیم، اگر تابع در a  پیوستگی راست تابع را در

از چپ پیوسته باشد، این نقطه را نیز از لیست سیاه نقاط ناپیوستگی حذف  =x b x= بررسی می کنیم، اگر تابع در  b  همچنین پیوستگی چپ تابع را در

می کنیم.



پیوستگی توابع درپیوستگی توابع در
 پیوسته است.  f روی f(D و این تابع در هر نقطه از دامنه اش پیوسته باشد می گوییم که تابع )=  f برابر مجموعه اعداد حقیقی اگر دامنه تابع

 پیوسته اند.1 در ادامه چند تابع معروف را به شما معرفی می کنیم که همواره در

 پیوسته است. g(x) در 1 در جدول ارائه شده فرض بر این است که
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مثالفرمتابع

nچند‌جمله‌ای nf (x) ax bx −= + +1f (x) x x= − +2 2 1

fسینوس (x) sin g(x)=f (x) sin( x )= −2 1

fکسینوس (x) cos g(x)=xf (x) cos =  
 2

fتوابع‌شامل‌چندجمله‌ای‌زیر‌رادیکال‌با‌فرجه‌فرد (x) g(x)= jo f (x) x x= −3 2 2

g(x)نمایی
a

f (x) a
a >

=  ≠




0
1

x
f (x)  =  

 

31
2

fقدرمطلق (x) | g(x) |=f (x) | x |= −4 1

 پیوسته باشند.  پیوسته نیستند، ولی تحت شرایط خاصی می توانند در اما توابعی هم وجود دارند که روی
 پیوسته باشد، باید عبارت زیر رادیکال همواره نامنفی باشد.  توابع رادیکالی با فرجه زوج: اگر بخواهیم یک تابع رادیکالی با فرجه زوج، در

 پیوسته خواهد شد، که مخرج کسر ریشه حقیقی نداشته باشد. چرا که توابع گویا در ریشه )های( مخرج   توابع گویا: یک تابع گویا زمانی در
خود ناپیوسته اند. 

 پیوسته باشد، باید:  توابع چند ضابطه ای: برای این که یک تابع چند ضابطه ای در
 هر یک از ضابطه ها در دامنه تعریف خود پیوسته باشند.

 شرط پیوستگی در نقاط مرزی دامنه برقرار باشد. 

g(x)y در دامنه تعریف خود پیوسته است. lo )g f(x=  تابع

نقاط  ناپیوستگینقاط  ناپیوستگی
در جدول زیر نقاطی که میتونن جزء نقاط ناپیوستگی باشن رو برای چند تابع معروف به سبک ماز براتون جمع کردیم راضی باشید ...

نقاط‌ناپیوستگینوع‌تابع

توابع گویا در نقاطی که به ازای آن ها مخرج کسر برابر صفر می شود، ناپیوسته هستند.توابع‌گویا

توابع‌رادیکالی‌با‌
فرجه‌زوج

 در ریشه های ساده و ریشه های مکرر مرتبه فرد عبارت زیر رادیکال ناپیوسته است.
 در ریشه های مضاعف و رتبه های مکرر مرتبه زوج عبارت زیر رادیکال، باید پیوستگی را بررسی کنیم.

توابع‌جزء‌صحیح
نقاطی که عبارت داخل جزء صحیح به ازای آن ها برابر عدد صحیحی می شود، می توانند جزء نقاط ناپیوستگی باشند. مگر این که:

 آن نقطه طول نقطه مینیمم نسبی عبارت درون جزء صحیح باشد
 یک عامل صفرشونده در آن نقطه، در جزء صحیح ضرب بشود، که قبلًا مفصل در موردش صحبت کردیم.

توابع‌چند‌
ضابطه‌ای

در توابع چند ضابطه ای اگر هر یک از ضابطه ها در دامنه خودشان پیوسته باشند، در این صورت نقاط مرزی دامنه ها می توانند جزء 
نقاط ناپیوستگی باشند که این موضوع باید توسط شرط پیوستگی بررسی شود.

‌ y tan f (x)= تابع
‌


‌در‌ f (x) (
پیوسته‌است(

cos می باشد، این تابع  f (x) = sin بوده و در اصل یک تابع کسری است، بنابراین در نقاطی که0 f (x)tan f (x)
cos f (x)

= می دانیم:

ناپیوسته است.
  

‌ y cot f (x)= تابع
‌

در‌ f (x) (

پیوسته‌است(

sin است، این تابع ناپیوسته خواهد بود. f (x) = cos است، بنابراین در نقاطی که0 f (x)cot f (x)
sin f (x)

= به طریق مشابه، چون
 

f (xsin f (x (k k ))) = π⇒= ∈0 

f (xcos (f (x) )) k kπ
= π± ∈⇒=

2
0 
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سلام، سلام... ما اومدیم با یه فصل و کلی چیزای جدید و چالشی که قراره با هم از پسش بربیایم. همین اول کاری میخایم با یه خبر خوب خوشحالتون کنیم، اونم اینه که توی این 
فصل کاری کردیم که مشتق به یکی از شیرین ترین بخش های کل دوران تحصیلی تون تبدیل بشه طوری که هروقت از درس و کتاب خسته شدی بیای بشینی سوال های مشتق رو 

حل کنی موافقین؟ )البته کل فصل هامون این مدلیه!(
What’s up here?

جدای از این مسائل، بیاین کمی این فصل رو با هم تحلیل کنیم و ببینیم اصلاً توی این فصل چه خبره!
مشتق یه بخش خیلی مهم توی ریاضیه که میشه اون رو پلُی بین فصل حد و فصل کاربرد مشتق دونست، از این فصل هر ساله معمولاً 2 تا 4 تست توی کنکور سؤال میاد و اگه 
بخایم تأثیری که این فصل توی حل سؤالای کاربرد مشتق داره رو هم در نظر بگیریم، این عدد میتونه حتی بیشتر هم بشه. با این حال اگه میخاین توی کنکور با قدرت از پس سؤالای این 

بخش بر بیاین حتمنِ حتمن این فصل رو جدی بگیرین و روی بخش های قواعد مشتق گیری، مشتق پذیری، مشتق تابع مرکب و آهنگ تغییر، بیشتر از بقیه سرمایه گذاری بکنین.
راستی یادت باشه فرمول ها و تکنیک های مشتق گیری رو توی برگه خلاصه هات بنویس و هر چند روز یکبار مرورشون کن و تا میتونی از این فصل تست بزن که واقعاً یکی از لذت های 

Do you agree !زندگی اینه که بشینی و سوال های خوبِ فصل حد و مشتق رو حل کنی
آماده ای شروع کنیم؟ بزن بریم رفیق!

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

34312تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

مشتق تابع مرکب

آهنگ تغییر

خط مماس بر منحنی

مشتق پذیری

مشتق گیری از توابع مثلثاتی

معادلۀ نیم مماس

مشتق گیری + قضیه تقسیم

خط مماس بر منحنی

مشتق تابع مرکب

مشتق گیری + دستور هوپیتال

شیب نیم مماس چپ و 

راست

مشتق تابع مرکب

خط مماس بر منحنی
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فصل ششم : مشتقفصل ششم : مشتق
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

تعبیر هندسی مشتقتعبیر هندسی مشتق
f قرار دارند. به خطی که از این دو نقطه عبور  B روی منحنی تابع و A با توجه به شکل مقابل، نقاط

می کند، خط قاطع )یا خط واصل دو نقطه( می گوییم.
حال می خواهیم شیب این خط را به دست بیاوریم که برابر است با:

:شیب خط قاطع
a

t fan (f (x) a)
x
−

= =
α

−
α

α
®MI£¶ Í ± ò

n»I\¶ Í ± ò

 

A می لغزانیم. همان طور که در  ، به سمت نقطه f A را ثابت و نقطهB را مانند یک گوی لغزان فرض کرده و آن را روی نمودار تابع حال نقطه
A نزدیک  و نزدیک تر شده و درنهایت شیبِ  ، به شیب خط مماس در نقطه l ، شیبِ خطِ a x به نقطه شکل های زیر می بینیم، با نزدیک شدن نقطه

، برابر می شود.    A l با شیب خط مماس در نقطه خط

، برابر می شود، که آن را به  A f در نقطه a میل دهیم، حدِّ شیب خط های قاطع با شیب خط مماس بر منحنی x را به سمت به عبارت دیگر، اگر
صورت زیر تعریف می کنیم:

 A شیب خط مماس برمنحنی تابع در نقطه
x a

f (x f)li )
ax

m (a
→

−
−

=

f نمایش می دهیم: ( )a′ x می گوییم و آن را با a= f در نقطه حال اگر حد بالا موجود و متناهی باشد، به آن مشتق تابع

x a

f (x)f ( )
x

a l
a

i a)m f (
→

−
=

−
′

نتیجه گیری اخلاقی ....

 x a= f در نقطه ای به طول شیب خط مماس بر نمودار تابع x a= = f در نقطه مشتق تابع af ( )= ′

رابطه شیب خط مماس و علامت مشتقرابطه شیب خط مماس و علامت مشتق
در بعضی از سؤالات، از ما می خواهند که شیب خط مماس بر نمودار تابع در چند نقطه را با هم مقایسه کنیم و یا این که درباره علامت مشتق در یک 

نقطه سؤالاتی مطرح می شود که در این مواقع جدول زیر می تواند بسیار کمک کننده باشد.
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توضیحاتمقایسه مشتقمقایسه شیب خط مماسشکل

 bam m> >0 (a)f (b)f′ ′> شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 0<
حال کاهش است.

 abm m> >0 (b)f (a)f′ ′> شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 0<
حال افزایش است.

 bam m< <0 (a)f (b)f′ ′< شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 0>
حال افزایش است.

 abm m< <0 (b)f (a)f′ ′< شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 0>
حال کاهش است.

 ba cm m m< < (bf )(a f f ( )) c< <′ ′ ′

شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 
حال افزایش است.
 

f (c

f

(a

)

f )

(b)


′ < 


= 

> 

′

′

0
0
0

 bc am m m< < (bf )(c f f ( )) a< <′ ′ ′

شیب خط مماس و همچنین مقادیر مشتق در 
حال کاهش است.

f (a

f

(c

)

f )

(b)


′ < 


= 

> 

′

′

0
0
0

تعریف های دیگر مشتقتعریف های دیگر مشتق

نمایش   
x a a

f (x)f ( ) a
x

a lim f ( )
→

−
=

−
′ صورت به  را   x a= نقطه در  f تابع مشتق  الان  تا 

x را به صورت  a= f در نقطه ، می توان مشتق تابع h ax= − می دادیم، اما با تغییر متغیر
زیر نشان داد.

h

f (f ( a f (a))a lim h
h

)
→

+ −′ =
0

  

 با تغییر متغیر h = x - a، اگر x → a میل کند، h → 0 میل می کند. 
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f در نقطه h در تعریف فوق، هر عامل دیگری را جایگزین کرد، بدون اینکه تغییری در تعریف مشتق تابع البته ناگفته نماند که می توان به جای
x ایجاد شود، ببینید ... a=

f aa lim f () a) )(f (
→

′ =
+ −

0





 

یه مدل دیگه هم داریم که خیلی توی تست ها ازش استفاده میشه ...

  

h

f ( ) fa al m nh h( ) m n
c

f (im (
h

)
c

) a
→

+ + ′−
=

−
0

ضریب h دومی

ضریب h مخرج

ضریب h اولی

مشتق های یک طرفه مشتق های یک طرفه )مشتق چپ و مشتق راست()مشتق چپ و مشتق راست(
f در این نقطه  ، با شیب خط مماس بر نمودار تابع x a= f در نقطه ای به طول (x) از درسنامه های گذشته به خاطر داریم که مشتق تابع پیوسته

برابر است و آن را به صورت های زیر نمایش می دادیم:
 x a

f (x) f (a)lim
x a→

−
•

−
متن نمونه:

 
h

f (a h) f (a)lim
h→

−
•

+
0

x می رویم. a= f در نقطه ای به طول (x) حال با این مقدمه به سراغ تعریف مشتق چپ و راست تابع

  :x=a در نقطه f(x ( مشتق راست تابع 

f در این نقطه، همان شیب نیم خطی  x از راست پیوسته و مشتق پذیر باشد، در این صورت مشتق راست تابع a= f در نقطه ای به طول (x) اگر تابع
f مماس می شود که به این نیم خط، اصطلاحاً نیم مماس راست می گوییم. x بر نمودار تابع a= است که در سمت راست

 
x a

h

f (a h) f (a)f (

f (x) f (a)f (a) lim
x a

a) lim
h

+

+

+
→

+
→

−′ =
−





+


−′ =
 0

 x a= f شیب نیم مماس راست در (a)+′=

 x = a در نقطه f در این نقطه از راست پیوسته باشد. به عبارت دیگر اگر تابع f این است که تابع ،x = a شرط لازم برای وجود مشتق راست در نقطه 

پیوستگی راست نداشته باشد، آنگاه در این نقطه مشتق راست تعریف نمی شود. 

(x afy f ( )a) (a)+′ −− =  معادله نیم مماس راست در نقطه x = a برابر است با: 

 :x=a در نقطه f(x( مشتق چپ تابع 

f در این نقطه، همان شیب نیم خطی  x از چپ پیوسته و مشتق پذیر باشد، در این صورت مشتق چپ تابع a= f در نقطه ای به طول (x) اگر تابع
اصطلاحاً  نیم خط،  این  به  که  می شود  مماس   f تابع نمودار  بر   x a= سمت چپ در  که  است 

نیم مماس چپ می گوییم.

      x a

h

f (a h) f (a)f ( )

f)

a

(x) f (a)f

lim

(a li
x a

h

m

−

−−

−
→

→







−′ =
−

−′ =


+
0

  x a= شیب نیم مماس چپ در f (a)−′=

 x = a در نقطه f در این نقطه از چپ پیوسته باشد. به عبارت دیگر اگر تابع f این است که تابع ،x = a شرط لازم برای وجود مشتق چپ در نقطه 

پیوستگی چپ نداشته باشد، آنگاه در این نقطه مشتق چپ تعریف نمی شود. 

(x afy f ( )a) (a)−′ −− =  معادله نیم مماس چپ در نقطه x = a برابر است با:  
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قواعد مشتق گیریقواعد مشتق گیری
، می توانیم از تعریف مشتق که در درسنامه های گذشته به طور مفصل درباره آن صحبت کردیم، استفاده  x a= برای محاسبه مشتق یک تابع در نقطه
کنیم. اما محاسبه مشتق برخی از توابع با استفاده از تعریف مشتق کمی دشوار است. بنابراین در ادامه قواعدی را به شما معرفی می کنیم که با استفاده 

از آن  ها می توانید مشتق توابع را بدون استفاده از تعریف مشتق و در کمترین زمان ممکن به دست آورید.

فقط یادتون باشه که حفظ کردن این فرمول ها از نون شب هم واجب تره   ...( 

قواعد مشتق )بخش اول(قواعد مشتق )بخش اول(
f است. به عبارت دیگر مشتق تابع ثابت در هر نقطه ای برابر صفر است. (x)′ f باشد، آنگاه0= (x) c= 11 مشتق تابع ثابت: اگر

bf یک تابع خطی باشد، آنگاه مشتق این تابع در هر نقطه با شیب خط برابر است. یعنی: (x) ax= + 22 مشتق تابع خطی: اگر

x bf (x) f (x)a a⇒ ′+= =

nf است. (x) xn −′ = nf باشد، آنگاه1 (x) x= n و Q∈ 33 مشتق تابع چندجمله ای: اگر

 اگر عددی در یک تابع ضرب شود، برای مشتق گیری، ابتدا ضریب عددی را کنار گذاشته و عمل مشتق را انجام می دهیم. سپس آن ضریب را در تابع 

k∈ باشد، داریم: f تابعی مشتق پذیر و مشتق ضرب می کنیم. به عبارت دیگر اگر

f (x)k f x)y y (k′ ′=→=

n باشد، آنگاه داریم: mf (x) x= 44 مشتق تابع رادیکالی: اگر

 
m m m n

n m n n n
n m n n m

n

( m m m mf (x) x x f (x) x x
n n n x

n x

)
−

−

− −
′= = = = =

×

→ =∗
1

به عبارت دیگر:

 n mn
mnf (x( mx) f x)

xn −
′= =→

n نوشته 
m

f (x) x= n می توانیم آن را به صورت mf (x) x= نیز اشاره شد، برای مشتق گیری از تابع ( )∗  همان طور که در ابتدای این قسمت

و سپس مانند یک تابع چندجمله ای از آن مشتق گرفت، مثال رو ببینید:  

f :مثال (x) x x f (x) x x
x

x

− −
′= = = = =→ × =

3 3 114 3 4 4 4
1 4
4

3 3 3 1 3
4 4 4 4

قواعد مشتق )بخش دوم(قواعد مشتق )بخش دوم(
x مشتق پذیر باشند، آنگاه داریم: a= h در g و ، f اگر توابع

11 مشتق مجموع و تفاضل دو تابع:
y ( )(x) y

y

g g (x)f f (x)

f f (x)( )(x) xyg g ( )

+ +

−

′

−

′= =

′= = ′

′

′

→

→
و در حالت کلی تر داریم:

 y yg(x) g (x h (x))f ( h(x)x) f (x)′= ± ± ± = ′ ± ′± ′→ ± 
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22 مشتق حاصل ضرب دو تابع:

مشتقِ دومی                                               

خودِ دومی 

اولی

خودِ اولی 

مشتقِ اولی

دومی

f f (x) f (x)y g g(x (( . ) )x y ))( g x+ ′→ ′= = ′

 
y :مثال ( x x )(x x ) y ( x ) (x x ) ( x x ) ( x x )′= − + − + = − + + + + − +⇒ −2 4 3 4 3 3 2 23 1 2 2 3 2 4 6 3 1













 



Â j

Â²»H¢T ¶

Â²»H

¶

j¼

¶

¶ ¼

Â »j

ij

z ¢T

i

z

»

بد نیست مشتق حاصل ضرب سه تا تابع رو هم بلد باشیم!    

 بقیه تابع بقیه تابع بقیه تابع

مشتقِ اولیمشتقِ دومیمشتقِ سومی 







y ( . . )(x) y .h h h h. . . . .gf fg g gf f′+ + ′= ′′ =→

 :مثال


y (x x)( x )(x x) y ( x ) ( x )(x x) ( ) (x x)(x x) ( x ) (x x)( x )2 3 3 2 3 2 22 1 3 2 1 2 1 3 2 3 3 3 2 1′= − − + = − − + + − + + + − −⇒
  







Â¶»j ¢T

ÍMIU¾Ã£M ÍMIU¾Ã£M Í

¶

MI

¢

U¾

¶

Ã

z

£

z

M

¶Â²»H ¢ ¼T ¶ Âz w T

صورت
مشتق صورتمخرجمشتق مخرج

2)مخرج(

g(x) g (x)
g (g(x)

, g(xy ( )(xf f (x) f (x)y
)

))
′

′ ≠
′

=
−

→= 2 0

33 مشتق تقسیم دو تابع:                  
                                                                             

 :مثال




( )

x ( ) (x ) ( x ) ( x)y y
x (x )

2

3 2

3 3 2
5 3 3 1 3 5 3

1 1
− − + − −′= ⇒ =
+ +

















Zoh¶ T
Rn¼Å ¢T Å

Zoh

h ¢ z
z R

¶

¶
¶o

n¼
Z ¶

 به کمک مشتق تقسیم دو تابع )قانون شماره 3 در بالا(، می توان مشتق تابع هموگرافیک را به صورت زیر نتیجه گرفت:

x ( )y cy d
c c
a

)
ab

x d x d(
b+ −′= =

+
→

+ 2
 

,b :مثال
c d,
ax (( ) ( ))y y

x ( x ) ( x )
=

==
=−− × − − ×′= → = =

+ + +4 2
1

3 2
22 1 2 4 1 3 11

3 4 3 4 3 4

قواعد مشتق )بخش سوم(قواعد مشتق )بخش سوم(
   ) x حضور دارد. )چی شد؟ چی شد؟ من که نفهمیدم  ، عبارتی برحسب x در این قسمت مشتق گیری توابعی را به شما معرفی می کنیم که در آن ها به جای

، یه عبارت بزرگ تر   y x= 2 x توی تابع y رو می پرسیدن. ولی حالا میان و به جای  x= 2  بذار خودمونی تر بگم، قبلن میومدن و از ما مشتق تابع

y رو به دست بیار. یه مثال دیگه ...  یا اینکه قبلن به ما میگفتن مشتق  (x x)= −2 23 x) رو قرار میدن و میگن مشتق تابع x)−2 3 x مثل برحسب

)x رو قرار میدن و میگن حالا بیا و مشتق  )
x
−
+

2 1
2 5

y یه عبارت دیگه مثل x= x توی تابع y چی میشه؟؟ ولی حالا میان و به جای x= تابع
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xy رو حساب کن. توی این طور مواقع رابطه های زیر به ما کمک می کنن که سؤال رو فیتیله پیچ کنیم  و هیچ جای فراری براش 
x
−

=
+

2 1
2 5

تابع

نذاریم. بریم که اول این فن ها رو یاد بگیریم و بعداً اونارو روی سؤال پیاده کنیم ...

: nf (y ( x))= 11 مشتق گیری از توابع چندجمله ای به فرم

y :مثال  ( x x ) y ( x )( x x )⇒ ′= + − = + + −2 3 2 23 2 1 3 6 2 3 2 1

     : mn f (xy )( )= 22 مشتق گیری از توابع به فرم

m :مثال   
n

xy (x x ) y
(x x )

=
=


−′= − + =
− +

→
33

3
2 2

12 2 11
3 1

 :
d
by

c
af (x)
f (x)

+
=

+
33 مشتق گیری از توابع به فرم

)a af (x) ( )y
)

d
d df
b xb (cy

c (x) ( )
f

cf (x
+ − ′′= = ×

+
→

+ 2

f :مثال  (x) xx ( ) ( )y y
x x( x ) x ( x )

=− × − − ×′= = × =→
+ + +2 2

3 1 3 4 1 2 1 14
2 4 22 4 2 2 4

توی این قسمت قصد داریم که چندتا تکنیک خوب برای مشتق گیری بهتون یاد بدیم که یکی از یکی مهمترن. پس بدون اینکه وقت رو تلف کنیم بریم سراغشون!!!

تکنیک اول )ساده کن بعد مشتق بگیر(تکنیک اول )ساده کن بعد مشتق بگیر(
در بعضی از سؤالات، قبل از مشتق گرفتن از تابع، سعی می کنیم که تابع داده شده را به کمک اتحادها، فاکتورگیری، تجزیه، گویا کردن مخرج کسرها 

و ... ساده کنیم و سپس از تابع به دست آمده مشتق بگیریم.

تکنیک دوم )مشتق گیری از عامل صفر شونده(تکنیک دوم )مشتق گیری از عامل صفر شونده(
x برابر صفر باشد،  a= g(x)y بوده و یکی از عامل ها در نقطه f ( (x)x) h= × × ×اگر تابعی به صورت حاصل ضرب دو یا چند عامل و به صورت
، فقط از عامل صفرشونده مشتق گرفته و سپس آن را در حدّ بقیه عامل ها در نقطه x a= در این صورت برای مشتق گرفتن از این تابع در نقطه

x ضرب می کنیم. به عبارت دیگر:   a=

if f (a)
x a

f (x) f (ag(x) g(xh h(x)y y (a) m) ) i(x )l=

→
×  ′= × × = × × ×′→0 

 اگر ضابطه تابع در نقطه x = a، دو یا چند عامل صفرشونده داشته باشد، در این صورت مشتق تابع در آن نقطه برابر صفر است.

 اگر توان عامل صفرشونده بیشتر از یک باشد، در این صورت مشتق تابع در آن نقطه برابر صفر است.

تکنیک سوم )دنده عقب توی مشتق(تکنیک سوم )دنده عقب توی مشتق(
در بعضی از سؤالات عبارتی با ظاهر نسبتاً پیچیده را به ما می دهند و حاصل آن را از ما می پرسند، در این گونه موارد معمولاً با طرف دوم مشتق  
مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و تقسیم دو تابع و یا با طرف دوم مشتق ترکیب توابع مواجهیم که در ادامه چند نمونه مهم که در اکثر تست ها مورد 

سؤال قرار می گیرند را برایتان لیست می کنیم:
 

)g (x) (f (x) g) (xf• ′± = ±′ ′

 
g(x) g (x)f (x) f (x) f .g( ) (x)′ ′+• ′ =

n nxy y nf (x) (( ) ( )f x) f ( ) −′′ =→= 1

n mn
mny f (x)f (x)

f

m

(
( ) y

)n ( )x −

′
′→= =
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 g(x) g (x) g );(x) g( (x)ff )
g

( (x )( ) f x (x)• ′−′ =′ ≠2 0

 g(x) g (x) g(x)
gg(

)f (x) f ;(x) f ( (( )
( x)

x)
)

• ′=
′−′

≠2 0
  

f (x)f (x) f (x)( )′′ =• 22  
f (x) f (x) )g ( ) g f( o ) (x• ′′ =′

مشتق تابع مرکبمشتق تابع مرکب
g مشتق گرفته و سپس  ، ابتدا از تابع درونی، یعنی (fog)(x) g مشتق پذیر باشند، در این صورت برای محاسبه مشتق تابع مرکب f و اگر توابع

، به دست می آوریم. به عبارت دیگر: g f را به ازای خروجی تابع مشتق تابع بیرونی یعنی

 f f ( ) f ( )y ( o )(g g(x) g (x) gx) y (x)′= → ′= ′=

  در حالت کلی تر داریم:
)y yf ( ) f (= ′= ⇒ ′′

  

 در صورتی که سه تابع مشتق پذیر با هم ترکیب شوند:

h h (x) h(x) hy ( )(og g ( (f f ( )o x))x) y ) g(′ ′= ′′→ =  

 برای مشتق گرفتن از یک تابع مرکب توان دار داریم: 

 
n ng(x) g (xf ( ) f () g(x )ny f (x))gy ) (−′= ′→ = ′ 1

 در برخی از سؤالات، طول نقطه مشتق گیری برای ما مشخص نیست. یعنی نمی دانیم که مشتق تابع را در چه نقطه ای به دست بیاوریم. در 

این گونه موارد بهتر است ابتدا ضابطه تابع مرکب را تشکیل داده و سپس با استفاده از قوانین مشتق گیری از رابطه به دست آمده مشتق بگیریم )یه تست 

این مدلی با هم کار کنیم(  

مشتق مرتبه دوممشتق مرتبه دوم
f را به صورت (x) f مشتق  پذیر باشد، در این صورت مشتق مرتبه دوم تابع (x)′ f است. حال اگر تابع (x)′ f به صورت (x) می  دانیم مشتق اول تابع

f را داشته باشیم: (x) f دو بار مشتق بگیریم. به عبارت دیگر اگر تابع (x) f نمایش می دهیم و برای محاسبه آن کافی است از تابع (x)′′

 
f (xf f)( ) ( )x x→  ′′′ →¢Tz¶ ¢Tz¶

 
 :مثال 

f f
f (x) x x f (x) x x f (x) x

′ ′′
 ′ ′′= + =  − = +  → +→  4 2 3 23 2 1 12 4 36 4³»j¢Tz¶­»H¢Tz¶

x را به کمک تعریف مشتق بیان کنیم، داریم: a= ، در نقطه f حال اگر بخواهیم مشتق مرتبه دوم تابع

h
limf (a f (a ) f (a)h

h
)

→

′ ′+ −′′ =
0

 

و در حالت کلی تر:
 

h

f (a ) fl (aim m n m n( )f (a)h)
ch c

h
→

′ ′+ − + − ′′=
0

مشتق توابع شامل قدرمطلقمشتق توابع شامل قدرمطلق
، باید به نحوی از دست قدرمطلق خلاص شویم و سپس عملیات مشتق گیری را انجام  x a= برای مشتق گیری از یک تابع شامل قدرمطلق در نقطه

x را وارد بازی می کنیم. به این صورت که: a= بدهیم. برای این کار
x مشتق می گیریم. a= ، مثبت باشد، به راحتی قدرمطلق را حذف کرده و از عبارت موجود در نقطه x a=  اگر عبارت داخل قدرمطلق به ازای

، منفی باشد، ابتدا یک علامت منفی در عبارت داخل قدرمطلق ضرب می کنیم و سپس قدرمطلق را  x a=  اگر عبارت داخل قدرمطلق به ازای
x مشتق می گیریم. a= برداشته و از عبارت موجود در نقطه

x ریشه عبارت داخل قدرمطلق است. بنابراین برای  a= x برابر صفر باشد، این به آن معنی است که a=  اگر عبارت داخل قدرمطلق به ازای
x به صورت جداگانه به دست می آوریم. a= محاسبه مشتق تابع در این نقطه، مشتق چپ و راست را در نقطه
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مشتق توابع شامل جزء صحیحمشتق توابع شامل جزء صحیح
، داریم: x a= برای مشتق گیری از توابع شامل جزء صحیح در نقطه

x تعیین کرده و سپس  a= x برابر یک عدد غیرصحیح شود، ابتدا مقدار جزءصحیح را به ازای a=  اگر عبارت داخل جزءصحیح، به ازای
جزءصحیح را حذف می کنیم. در نهایت از عبارت به دست آمده مشتق می گیریم.

x را به صورت جداگانه به  a= x برابر یک عدد صحیح شود، باید مشتق چپ و راست تابع به ازای a=  اگر عبارت داخل جزءصحیح، به ازای
دست بیاوریم. 

، صورت و مخرج کسر به سمت صفر میل کند، به جای محاسبه این حد، مقدار
x a

f (x)lim
g(x)→

 قاعده هوپیتال: اگر در محاسبه

 را به دست می آوریم. یعنی از صورت و مخرج کسر داده شده به صورت جداگانه مشتق گرفته و عبارت جدیدی می سازیم، سپس از 
x a

f (x)lim
g (x)→

′
′

x حد می گیریم. به این صورت: a= عبارت جدید در

   
H

x x a
O

a
Pl

)
lf (x) f (xm

g )
i i

(
)

x g
m

(x→ →


′


′
→=

0
0

 از این روش زمانی می توان استفاده کرد که توابع f و g  در x=a مشتق پذیر باشند.

f اعمال می  کنیم. (x)
g (x)
′
′

 برسیم، مجدداً این قاعده را روی عبارت جدید، یعنی
0
0

 اگر پس از استفاده از قاعده هوپیتال دوباره به حالت

x=ax=a در نقطه  در نقطه ff مشتق پذیری تابع مشتق پذیری تابع
، یک خط  x a= x با شیب خط مماس بر نمودار تابع در این نقطه برابر است. بنابراین اگر بتوانیم در نقطه a= f در نقطه می دانیم که مشتق تابع
 x a= f در نقطه f رسم کنیم، آنگاه می توانیم ادعا کنیم که تابع در این نقطه مشتق پذیر است. به عبارت دیگر تابع مماس غیرقائم بر نمودار تابع

مشتق پذیر است، اگر:
، پیوسته باشد، یعنی: x a= f در 11 تابع

، موجود )متناهی( و با هم برابر باشند، یعنی: x a= f در 22 مشتق  چپ و مشتق راست تابع

f (a) f (a)+ −= ′′

 اگر تابع f در نقطه x=a، پیوسته نباشد، در نتیجه تابع f در این نقطه مشتق ناپذیر است. 

 اگر تابع f در نقطه x=a، مشتق پذیر باشد، در نتیجه تابع f در این نقطه پیوسته است. توجه شود که عکس این نکته صحیح نیست، به عبارت 

y که در نقطه x=0 پیوسته هست ولی مشتق پذیر نیست، چرا که  | x |= دیگر ممکن است تابعی در یک نقطه پیوسته باشد، اما مشتق پذیر نباشد. مانند تابع

مشتق چپ و مشتق راست تابع در این نقطه با هم برابر نیستند. 

 
f ( )x x

f (x) | x | f ( ) f ( )
x x f ( )

+
+ −

−

′ =≥  ′ ′= = ≠ − < ′ = − 
⇒ ⇒



0 10
0 0

0 0 1

y نیز می توان فهمید که این تابع در نقطه x=0، با وجود پیوسته بودن مشتق پذیر  | x |= البته با توجه به نمودار تابع

نیست، چرا که شیب نیم مماس راست و چپ در این نقطه با هم برابر نیستند. 

x a x a
lim limf (x) f (x) f (a)

+ −→ →
= =
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انواع نقاط مشتق ناپذیرانواع نقاط مشتق ناپذیر
نقاط مشتق ناپذیر را به دو دسته کلی تقسیم بندی می کنیم:

11 نقاطی که تابع در آن ها ناپیوسته است.
22 نقاطی که تابع در آن ها پیوسته بوده ولی مشتق ناپذیر است.

حال می خواهیم که درباره هر یک از دسته ها به صورت مفصل تر بحث کنیم:

 نقاط ناپیوستگی تابع: می دانیم که شرط اولیه مشتق پذیری، پیوستگی است. پس در نقاطی که تابع پیوسته نباشد، مشتق پذیر هم نخواهد بود، چرا 

x ناپیوسته بوده، پس  a= که در این نقاط نمی توانیم یک خط مماس واحد بر نمودار تابع رسم کنیم. برای مثال در شکل های زیر، تابع مورد نظر در
مشتق ناپذیر است. 

الف( نقاط گوشه ای )زاویه ای(
 1 ب( نقاط عطف عمودی

1 پ( نقاط بازگشتی
 نقاط پیوسته ولی مشتق  ناپذیر: این گروه تنوع بیشتری نسبت به دسته اول دارند که عبارتند از:1  

    
f می گوییم، هرگاه تابع در این نقطه پیوسته بوده و یکی از حالت های زیر اتفاق بیفتد: x را نقطه گوشه ای تابع a= الفالف نقاط گوشه ای )زاویه ای(: نقطه

، موجود ولی نابرابر باشند. x a=  مشتق چپ و مشتق راست در نقطه
، یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد. x a=  مشتق چپ و مشتق راست در نقطه

            
x a

x a

f (x) f (a)lim
x a

f (x) f (a
m

f (a)

f (a) m

)lim
x a

m
m

OatIµ¶´Ãº KÃ{

SwHn tIµ¶´Ãº KÃ{

−

+

−
→

+
→

− = = = > −


− = = = <

⇒
′

≠


′

−

2

2

1
1

0

0

                  
x a

x a
f (a

f (x) f (a)lim
x a

f (x) f (a)li

f (a)

m

m

a
)

x
m

OatIµ¶´Ãº KÃ{

SwHn tIµ¶´Ãº KÃ{

−

+

−
→

→
+

− = = = −∞

′ =

 −


− = = > −

′ = 1

2 0

، تعریف شده و در این نقطه پیوسته باشد. حال اگر مشتق چپ و  x a= f در یک همسایگی بب نقاط عطف عمودی: فرض می کنیم که تابع
 ، (a , f (a)) ( باشند، در این صورت به نقطه −∞ ∞+ یا هر دو ، هر دو نامتناهی و با علامت های برابر )هر دو x a= f در نقطه مشتق راست تابع

f می نامیم.                      x را مماس قائم بر منحنی تابع a= نقطه عطف عمودی و خط

، تعریف شده و در این نقطه پیوسته باشد. حال اگر مشتق چپ و مشتق راست  x a= f در یک همسایگی پپ نقاط بازگشتی: فرض می کنیم که تابع
، نقطه بازگشتی و  (a , f (a)) ( باشد، در این صورت به نقطه −∞ ∞+ و دیگری ، هر دو نامتناهی و با علامت های نابرابر )یکی x a= f در نقطه تابع

f می نامیم.     x را مماس قائم بر منحنی تابع a= خط

1 هر دو این نقاط در کتاب درسی به عنوان نقاطی معرفی شده اند که تابع در آن ها مماس قائم دارد، ولی برای درک بهتر موضوع و دسته بندی مناسب، این دو نقطه را 
از هم تفکیک کردیم.

f (a) f (a) f (a)+ −′ ′ ′= = = −∞ f (a) f (a) f (a)+ −′ ′ ′= = = +∞
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x a=

f (a)

f (a)
−

+ +∞

′ =

′ =

−∞



           

x a=

 f (a)

f (a)
−

+ −∞

′ =

′ =

+∞



با یه + بندی خوب چطوری؟!

نوع اول: مشتق چپ و راست هر دو موجود ولی نابرابرنقاط ناپیوستگی تابع
نوع دوم: مشتق چپ و راست یکی متناهی و دیگری نامتناهی

نقاط گوشه ای  

نقاط عطف عمودی: مشتق چپ و راست هر دو نامتناهی و با علامت های برابر
نقاط بازگشتی: مشتق چپ و راست هر دو نامتناهی و با علامت های نابرابر

نقاط پیوسته و مشتق ناپذیر  
انواع‌نقاط‌مشتق‌ناپذیر  

مشتق پذیری توابع چندضابطه ای در نقطه مرزیمشتق پذیری توابع چندضابطه ای در نقطه مرزی

x مشتق پذیر باشد، باید دو شرط زیر برقرار باشد: a= ، در نقطه مرزی x a
h

f (x
(x)

g(x)
)

x a
≥
<


= 


برای این که تابع چند ضابطه ای

x a x a
lim lim hg(x) (x) f (a)

+ −→ →
= = ، پیوسته باشد، یعنی:    x a= f در نقطه مرزی 11 تابع

، موجود )متناهی( و با هم برابر باشند، یعنی: x a= f در نقطه 22 مشتق چپ و راست تابع

f ( ) fa ( )a+ −=′ ′

  mn (xf (x) a)= − مشتق پذیری توابع رادیکالی به فرممشتق پذیری توابع رادیکالی به فرم
، مشتق ناپذیر است. x a= f در ریشه عبارت زیر رادیکال یعنی در ، تابع (n )m>  اگر فرجه رادیکال از توان عبارت زیر رادیکال بیشتر باشد

y x• = −1y (x )= −• 23 1y x• = −3 1

x در صورت وجود برابر صفر خواهد بود.  a= f در ، در این صورت مشتق تابع (n )m<  اگر فرجه رادیکال از توان عبارت زیر رادیکال کمتر باشد

                               

، دو حالت خواهیم داشت: (n )m=  اگر فرجه رادیکال با توان عبارت زیر رادیکال برابر باشد

x مشتق پذیر است. a= f در n باشد، در این حالت تابع m= =  حالت اول: اگر فرد

       mn n mf (x) (x a) f (x) (x a)jo = == − =  → − 

x است.       a= x مشتق ناپذیر است و دلیل آن هم وجود نقطه گوشه ای در a= f در n باشد، در این حالت تابع m= =  حالت دوم: اگر زوج

  
mn m nf (x) (x a) f (x) | x a |Z»p= == − = → − 

y x• = 3 4 y x• = 3 5
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، در نقطه x=a مشتق  ناپذیر باشد، در این صورت با ضرب عامل صفرشونده )x-a( در رادیکال،  = >=− jo 
mn ( )f(x ) ) ,n) (x a n; m(  اگر تابع 

تابع f در نقطه x=a مشتق پذیر خواهد شد. 

در رادیکال، این تابع به صورت (x 2)− ، مشتق ناپذیر است، اما با ضرب عامل x 2= در ریشه عبارت زیر رادیکال یعنی 3y x 2= −  به عنوان مثال، تابع

مشتق پذیر خواهد شد.  x 2= تبدیل شده و در نقطه 3y (x 2) (x 2)= − −

مشتق پذیری در توابع شامل قدرمطلقمشتق پذیری در توابع شامل قدرمطلق
x را ریشه عبارت داخل قدرمطلق فرض کنیم، داریم: a= ، اگر | gf ( |x) (x)= در توابع قدرمطلقی به فرم

، مشتق ناپذیر است.  x a= f در x ریشه ساده عبارت داخل قدرمطلق باشد، در این صورت تابع a= 11 اگر

x ریشه ساده عبارت داخل قدرمطلق است. = 3 x مشتق ناپذیر است، چرا که = 3 y در | x |= −3 9 مثال: تابع

، مشتق پذیر بوده و  x a= f در x ریشه مضاعف و یا ریشه مکرر از مرتبه فرد برای عبارت داخل قدرمطلق باشد، در این صورت تابع a= 22 اگر
f است.   (a)′ مقدار مشتق آن در این نقطه برابر صفر است. به عبارتی0=

y داریم: | x x |= + +2 6 9 مثال:  در تابع
 y | x x | | (x ) |⇒= + + = +2 26 9 3 x مشتق پذیر است، چرا که این نقطه، ریشه مضاعف عبارت داخل قدرمطلق است  = −3 تابع در

بعضی ها هم یه جور دیگه به داستان نگاه می کنن  و میگن که:

 
n :(x a)f (x) ,| (n )|= ∈− 

  
n x مشتق ناپذیر است  1= a= تابع f در 
n ≠ x مشتق پذیر است و مقدار مشتق در آن برابر صفر است   1 a=     تابع f  در 

 در حالت کلی اگر x=a ریشه عبارت داخل قدرمطلق باشد، برای بررسی مشتق پذیری تابع f درx=a، مشتق چپ و مشتق راست تابع را در این نقطه 

محاسبه کرده و سپس در مورد مشتق پذیری تابع f اظهارنظر می کنیم.  

پشت  عبارت  ریشه  هم  و   )g)x( )یعنی  قدرمطلق  داخل  عبارت  هم ریشه   ،x=a اگر   ، h(x |f (x) ) g(x) |= فرم به  قدرمطلق  توابع  در   

است که   x=a در  صفرشونده  ضریب  خاطر  به  این  و  است  مشتق پذیر   ،x=a در   f تابع  ) h(g( )a) a= =0 عبارتی  )به  باشد،   )h)x( )یعنی  قدرمطلق 

| قرار دارد.   g(x) | در پشت

مشتق پذیری توابع شامل جزءصحیحمشتق پذیری توابع شامل جزءصحیح

gf] مفروض است: ( ]x) (x)= تابع
، ممکن است ناپیوسته و  x a= f در ، آنگاه تابع (g(a) )∈ x برابر عدد صحیحی بشود a= ( به ازای g(x) 11 اگر عبارت درون براکت )یعنی

g(x) می سنجیم: f را با توجه به شرایط تابع g(x) را ملاک قرار داده و وضعیت تابع مشتق ناپذیر باشد. در این صورت عبارت داخل براکت یعنی
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 (g(x)) x وضعیت تابع درون براکت a= f در اطراف (x) نتیجه اخلاقیتوضیحاتنمودار تابع

، اکیداً صعودی  x a= در همسایگی
باشد.  

مقدار  با  تابع  راست  حد 
تابع برابر است.

x پیوستگی راست و مشتق  a= f در تابع
راست دارد و در این نقطه مشتق ناپذیر است.  

، اکیداً نزولی  x a= در همسایگی
باشد.  

حد چپ تابع با مقدار تابع 
برابر است.

x پیوستگی چپ و مشتق  a= f در تابع
چپ دارد و در این نقطه مشتق ناپذیر است.  

x دارای ماکزیمم نسبی به  a= در
صورت   یا    باشد.

x حد  a= f در تابع
دارد.

x از هر دو طرف ناپیوسته  a= f در تابع
بوده و مشتق چپ و راست ندارد و در این 

نقطه مشتق ناپذیر است.  

x دارای مینیمم نسبی به  a= در
صورت   یا   باشد.

x پیوسته  a= f در تابع
است.

x مشتق پذیر بوده و مقدار  a= f در تابع
مشتق آن نیز در این نقطه برابر صفر است.

، پیوسته و مشتق پذیر است و مقدار مشتق  x a= f در ، آن گاه تابع (g(a) )∉ x برابر عدد غیرصحیح شود a= 22 اگر عبارت داخل براکت به ازای
آن نیز در این نقطه برابر صفر است.  

 اگر تابع ])y=[f)x در همسایگی x=a، ناپیوسته باشد، در این صورت می توانیم کاری کنیم که این تابع در x=a هم پیوسته و هم  مشتق پذیر باشد 

به این صورت که:

 اگر یک عامل صفرشونده در x=a را در براکت ضرب کنیم، در این صورت تابع پیوسته خواهد شد.
 y=)x-1([x-1[ تابع موردنظر پیوسته خواهد شد. پس تابع ،)x-1( مانند x=1 ناپیوسته است ولی با ضرب یک عامل صفرشونده در x=1 در y=[x-1[ به عنوان مثال تابع

در نقطه x=1 پیوسته است.

 اگر بیشتر از یک عامل صفرشونده در x=a را در براکت ضرب کنیم، در این حالت تابع به دست آمده مشتق پذیر هم خواهد شد. همان طور که در بالا هم 

دیدیم، تابع ]y=[x-1 در نقطه x=1 ناپیوسته و مشتق ناپذیر است، حال اگر دو عامل صفرشونده در x=1 مانند x-1(2( را در براکت ضرب کنیم، تابع به دست آمده 

مشتق پذیر خواهد بود. بنابراین می توان گفت که تابع ]y=)x-1(2[x-1 در نقطه x=1 مشتق پذیر است.

این دفعه برای این که بهتر بتونیم مقایسه کنیم، توی جدول پایین یه مثال خوب هم براتون آماده کردیم؛ امیدواریم که لذت کافی و وافی رو ازش ببرید

ضرب یک عامل صفرشونده در
 ( xx)× =0

ضرب دو عامل صفرشونده در
 ( )x x× =2 0

ضابطه تابع
 

xf
x

(x
x

)

= 


=
−

>

 <1 0

01
0 0

 x x
x) x

x x
f ( =

− <



>
=

 0
0 0

0

 x x

x) x
x

(
x

f =


= 

− <

>

2

2

0 0

0

0

شکل تابع

وضعیت پیوستگی و 
 x مشتق پذیری در0=

  ناپیوسته

 مشتق  ناپذیر

 پیوسته

 مشتق نا پذیر

 پیوسته

 مشتق پذیر
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فصل ششم : مشتقفصل ششم : مشتق
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مشتق پذیری روی یک بازهمشتق پذیری روی یک بازه
a) مشتق پذیر است، هرگاه در هر نقطه از این بازه پیوسته و مشتق پذیر باشد.  ,b) f روی بازه الف( تابع

a] مشتق پذیر است، هرگاه: ,b) f روی بازه ب( تابع
a) پیوسته و مشتق پذیر باشد. ,b) 11 در بازه

x از راست پیوسته بوده و در این نقطه مشتق راست داشته باشد. a= 22 در نقطه
a) مشتق پذیر است، هرگاه: ,b]روی بازه f پ( تابع

a) پیوسته و مشتق  پذیر باشد. ,b) 11 در بازه
x از چپ پیوسته بوده و در این نقطه مشتق چپ داشته باشد. b= 22 در نقطه

a] مشتق پذیر است، هرگاه: ,b] f روی بازه ت( تابع
a) پیوسته و مشتق پذیر باشد. ,b) 11 در بازه

x از راست پیوسته بوده و در این نقطه مشتق راست داشته باشد. a= 22 در نقطه
x از چپ پیوسته بوده و در این نقطه مشتق چپ داشته باشد. b= 33 در نقطه

:: ( ) مشتق پذیری برخی از توابع خاص در مجموعه اعداد حقیقیمشتق پذیری برخی از توابع خاص در مجموعه اعداد حقیقی
 مشتق پذیرند. n در ny ax bx −= + +1

 11 توابع چند جمله ای به فرم

 مشتق پذیر است.  y در x x= − +2 2 مثال: تابع1

) مشتق پذیر باشد، برای عبارت درجه دومِ زیر رادیکال،  ) ax در مجموعه اعداد حقیقی bx cy += +2 22 برای این که تابع رادیکالی به فرم
a برقرار باشد. ∆ و0< باید شرط0>

 مشتق پذیر است.  ∆ است، پس این تابع در a و 0> ، چون در عبارت زیر رادیکال 0< y x x= + +2 2 2 مثال: در تابع

 g(x) f و (x) f )که در آن (x)
)

y
g(x

= 33 می دانیم که توابع گویا در ریشه های مخرجِ خود ناپیوسته و مشتق ناپذیرند. بنابراین یک تابع گویا به فرم
 مشتق پذیر است که مخرج کسر ریشه نداشته باشد.  چندجمله ای هستند(، هنگامی در

∆ برای آن برقرار باشد.  حالت خاص: اگر مخرج کسر عبارتی از درجه دوم باشد، باید شرط 0>

 مشتق پذیر است. ∆ عبارت موجود در مخرج کسر منفی است، در xy به دلیل این که
x x

−
=

− +2
1

2 3 4
مثال: تابع

) همواره مشتق پذیر باشد، باید عبارت درجه دوم داخل  ) |x در مجموعه اعداد حقیقی |ax cy b+ += 2 44 اگر بخواهیم تابع قدرمطلقی به فرم
(. پس در حالت کلی برای این که تابع مورد نظر در ∆ ( و یا این که ریشه مضاعف داشته باشد )یعنی0= ∆ قدرمطلق، یا ریشه نداشته باشد )یعنی0>

∆ برقرار باشد.    مشتق پذیر باشد، باید برای عبارت داخل قدرمطلق، شرط 0≥

 مشتق پذیر است.  ∆ عبارت داخل قدرمطلق برابر صفر است، لذا تابع در ، به دلیل این که y | x x |= − +22 4 2 مثال: در تابع

 
y | x x | | (x ) |

∆=
↓

= − + = −2

0

22 4 2 2 1

) مشتق پذیر باشد، باید شرایط زیر را داشته باشد: ) 55 برای این که یک تابع چندضابطه ای در مجموعه اعداد حقیقی
 هر یک از ضابطه های آن در دامنه تعریف خود، پیوسته و مشتق پذیر باشند.

 تابع در نقاط مرزی دامنه، پیوسته باشد.
 مشتق چپ و راست تابع در نقاط مرزی دامنه، موجود )متناهی( و با هم برابر باشند. 

، داریم:
x

xf (x)
x x x

 ≥ −= 
− + − <

2

1 2
1
3 1 2

مثال: در تابع

 هر یک از ضابطه ها در دامنه تعریف خود پیوسته و مشتق پذیرند.

y در ریشه مخرج خود یعنی در x=1، ناپیوسته و مشتق ناپذیر است، اما با توجه به این که این نقطه در دامنه ضابطه 
x

=
−
1
1

 ضابطه بالا، یعنی

( حضور ندارد، این ضابطه در دامنه تعریف خود پیوسته است. x ≥ بالا )یعنی2
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جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

x پیوسته است. = f در نقطه مرزی2  تابع
x موجود و با هم برابرند. =  مشتق چپ و راست تابع در نقطه2

f در مجموعه اعداد حقیقی مشتق پذیر است. پس نتیجه می گیریم که تابع

دامنه تابع مشتقدامنه تابع مشتق
f است که تابع در آن نقاط مشتق پذیر است. دامنه تابع مشتق مجموعه طول تمام نقاطی از تابع

: f(D )′ تعیین دامنه تابع مشتق
را به دست می آوریم و سپس طول نقاط مشتق ناپذیر تابع را از آن حذف می  کنیم. به عبارت دیگر: f برای تعیین دامنه تابع مشتق، ابتدا دامنه تابع

f fD {D f′ = − {طول نقاط مشتق ناپذیر تابع

دامنه مشتق  برخی از توابع خاص رو توی یه جدولی براتون آماده کردیم، ببینید و لذتش رو ببرید:

f فرمتابع f دامنه تابع دامنه تابع′

n چند جمله ای ها nf (x) ax bx −= + +1 fD =  fD ′ = 

 گویا
h(x)f (x)
g(x)

=

g,h چند جمله ای هستند( (
 fD R {= − fD { ریشه های مخرج  {′ = − {ریشه های مخرج

f رادیکال با فرجه زوج (x) g(x)Z»p= f x | g(xD { })= ≥0 f fD {D′ = − {طول نقاط مشتق ناپذیر

f رادیکال با فرجه فرد (x) g(x)jo = gfD D= f fD {D′ = − {طول نقاط مشتق ناپذیر

f قدرمطلقی (x) | g(x) |= fD =  fD {′ = − {ریشه های ساده عبارت داخل قدرمطلق

f جزء صحیح (x) [g(x)]=fD = fD ′ =  - 






 
طول نقاطی که عبارت داخل 
براکت را صحیح می کند به جز 
g طول نقاط مینیمم نسبی تابع







آقا! تابع چند ضابطه ای رو به ما نگفتی! اگه تابع ما چند ضابطه ای بود چیکار کنیم؟! بیا تا بهت بگم!

 برای به دست آوردن دامنه تابع مشتق در توابع چند ضابطه ای، مراحل زیر را انجام می دهیم:
)1( نقاط مشتق ناپذیری هر یک از ضابطه ها را به صورت جداگانه به دست می آوریم.

)2( مشتق پذیری تابع را در نقطه مرزی بررسی کرده و در صورت مشتق  ناپذیر بودن تابع در نقطه مرزی، این نقطه را به جمع نقاط مشتق ناپذیر تابع 
اضافه می کنیم.

)3( دامنه تابع f را مشخص کرده و نقاط مشتق ناپذیر مراحل1 و 2 را از درون آن حذف می کنیم.  

نمودار تابع مشتقنمودار تابع مشتق
f مشتق  می گیریم و سپس نمودار تابع  ، به راحتی می توان نمودار تابع مشتق آن را رسم کرد به این صورت که ابتدا از تابع f با داشتن ضابطه تابع

f در آن نقاط مشتق ناپذیر است، جزو دامنه تابع مشتق نیستند. به دست آمده را رسم می کنیم فقط باید حواسمان باشد نقاطی که تابع

f را رسم کنیم: (x) x | x |= −1 مثال:  می خواهیم نمودار تابع مشتق
f را به صورت زیر بازنویسی کرده و از آن مشتق می گیریم: (x) ابتدا ضابطه تابع

 fx(x ) x x x x x x
f (x) f (x) f (x)

x(x ) x x xx x x

′


→⇒

− ≥ − ≥ − >  ′= = =  − − < − + < − + <

2

2
1 1 1 2 1 1
1 1 2 1 11

x) عضوی از دامنه تابع مشتق نیست و به  )=1 می دانیم توابع قدرمطلقی در ریشه ساده عبارت داخل قدرمطلق مشتق ناپذیرند بنابراین این نقطه
 x f نیز می توان فهمید، چرا که تابع در نقطه1= (x) همین خاطر علامت تساوی را در ضابطه تابع مشتق برداشته ایم. البته این موضوع را با رسم تابع

گوشه بوده و مشتق ناپذیر است، ببینید:
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f را می خواهند و گاهی هم  f را در سؤال به ما می دهند و از ما نمودار تابع′ اما بعضی وقت ها به جای این که ضابطه تابع را به ما بدهند، نمودار تابع
f می پرسند، پس در این مواقع با دو حالت مواجه می شویم: f را می دهند و درباره نمودار تابع برعکس؛ یعنی نمودار تابع′

f را می خواهند که در این حالت توجه به دو نکته زیر ضروری است: f را می دهند و نمودار تابع′ حالت اول: نمودار تابع
 f ′ f در آن ها مشتق ناپذیر است )که عبارتند از نقاط ناپیوستگی، نقاط گوشه، نقاط عطف عمودی و نقاط بازگشتی( در نمودار تابع 11 نقاطی که تابع

f در این نقاط مقدار هم نخواهد داشت، چند تا نمونه با هم ببینیم ... به صورت ناپیوستگی ظاهر می شوند و تابع′

 f f نمودار ′ نمودار

a

a

a

a

       

ها قرار  x f در آن فاصله، بالای محور ′ ، اکیداً صعودی باشد نمودار تابع f - در بازه هایی که نمودار تابع
دارد.

ها  قرار  x f در آن فاصله، پایین محور ′ ، اکیداً نزولی باشد نمودار تابع f - در بازه هایی که نمودار تابع
دارد.

x f در آن نقاط محور ′ f به صورت افقی باشد، نمودار تابع - در نقاطی که خط مماس بر نمودار تابع
ها را قطع می کند.

  22

f را می خواهند که در این حالت نکات زیر می تواند بسیار کمک کننده باشد: f را می دهند و نمودار تابع ′ حالت دوم: نمودار تابع
f به سمت بالا است. f صعودی است، گودی نمودار تابع ′  در بازه هایی که نمودار تابع
f به سمت پایین است. f نزولی است، گودی نمودار تابع ′  در بازه هایی که نمودار تابع

f به صورت افقی باشد، جهت گودی، عوض می شود. ′  در نقاطی که خط مماس بر نمودار تابع
f در آن نقاط اکسترمم نسبی خواهد داشت.  ها را قطع کند، نمودار تابع x f محور ′  در نقاطی که نمودار تابع

» f »نمودار  » f ′ »نمودار
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 یه سورپرایز )شگفتانه( خفن توی جدول پایین منتظرته! کلی از ویژگی های توابع پرکاربرد رو توی این جدول لیست کردیم براتون، نوش جونتون   

دامنه تابع مشتقتابع
تابع

دامنه تابع 
f مشتق f نمودار ′ نمودار

 f (x) C=
 
(C )∈

 f (x)′ =0  

 f (x) ax b= +
 
(a )>0

 f (x) a′ =

 
f (x) ax b= +

 
(a )<0

 f (x) a′ =

 f (x) ax bx c= + +2

 
(a )>0

 f (x) ax b′ = +2

 f (x) ax bx c= + +2

 
(a )<0

 f (x) ax b′ = +2x
b
2a

�
x

b
2a

�

 f (x) x= 3
 f (x) x′ = 23

 f (x) x=
 
f (x)

x
′ =

1
2 [ , )+∞0 ( , )+∞0

 f (x) x= 3
 
f (x)

x
′ =

3 2
1

3
 { }− 0
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f (x)

x
=

1
 
f (x)

x
′ = − 2

1
 { }− 0 { }− 0

 f (x) | x |=
 

x
f (x)

x
>′ = − <

1 0
1 0

 { }− 0

 
f (x) [x]=

 

x
f (x)

x
jnHkº j¼]» ∈′ =  ∉ 0





 

− 

معادله خط مماس بر منحنی در نقطه ای روی منحنیمعادله خط مماس بر منحنی در نقطه ای روی منحنی
f مماس  y در این نقطه بر تابع mx h= + x مشتق پذیر بوده و خط به معادله a= y در نقطه ای به طول f (x)= با توجه به شکل مقابل، اگر تابع

باشد آن گاه داریم:
، مختصات یکسانی دارند به عبارت دیگر: A f و خط مماس بر آن در نقطه (x) 11 نمودار تابع

m h
m h

a b
a a

a b

f ( )
f ( )

 ⇒


= +
+ =

=

x برابر است یعنی: a= f در نقطه (، با مشتق تابع m 22 شیب خط مماس بر منحنی )یعنی
    m af ( )= ′  

، ریشه مضاعف خواهد داشت: y f (x)= y با منحنی mx h= + 33 معادله تلاقی )معادله برخورد( خط

hf (x) mx= + )این معادله ریشه مضاعف دارد( 

می دانیم یکی از روش هایی که برای نوشتن معادله یک خط به کار می رود این است که شیب آن خط و مختصات یک نقطه از خط را داشته باشیم 
، مراحل زیر را انجام می دهیم: f پس با داشتن موارد گفته شده، برای به دست آوردن معادله خط مماس بر منحنی تابع

f در آن نقطه برابر است به  مرحله 1: شیب خط مماس را به دست می آوریم، می دانیم که شیب خط مماس بر منحنی در نقطه تماس با مشتق تابع
عبارت دیگر:

m) شیب خط مماس f a)= = ′

(، معادله خط مماس را تشکیل می دهیم: A(a , b) مرحله 2: با داشتن شیب خط مماس و مختصات نقطه تماس )یعنی
f (a)

f (

by y (x x ) y (x

a

m )

)

a− = − − = −′

′

⇒0 0

y : معادله خط مماس (x a(a) bf )′= − +

 

y
y=f(x) y=mx+h

x
x=a

b A(a,b)
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′ در این صورت:  = )f (a) 0(  اگر شیب خط مماس بر منحنی تابع f در نقطه x=a برابر صفر باشد 

 خط مماس بر منحنی تابع به صورت افقی است.
 معادله خط مماس بر منحنی به صورت )y=f)a می باشد.

، نامتناهی باشد، در این صورت: =x a در نقطه f  اگر شیب خط مماس بر منحنی تابع

 خط مماس بر منحنی تابع به صورت قائم است.

می باشد. =x aمعادله خط مماس بر منحنی به صورت 

x= بر هم مماس باشند در این صورت:  a ، در نقطه ای به طول g و f  اگر منحنی توابع

مقدار برابری دارند به عبارتی: =x a 1( هر دو تابع در 

= g( ))a( af  

x= مماس مشترک دارند بنابراین شیب خط مماس بر نمودار هر دو تابع، در این  a 2( هر دو تابع در 

نقطه با هم برابر است به عبارتی:
′′ = =mgf ) (a)a(

 

آهنگ تغییرآهنگ تغییر
B را به هم وصل می کند  A و ، با شیب خطی که دو نقطه f آهنگ متوسط تغییر: با توجه به شکل مقابل می توان گفت که آهنگ متوسط تغییر تابع

)شیب خط قاطع یا شیب خط واصل باشد( برابر است. 

a] برابر است با: , b] f در بازه بنابراین آهنگ متوسط تغییر تابع

« استفاده  h x به ازای نمو a= f در « از عبارت »آهنگ متوسط تغییر تابع [a , b] f در بازه بعضی مواقع به جای عبارت »آهنگ متوسط تغییر تابع
a در نظر بگیریم، یعنی: h+ b را برابر می شود که در این مواقع کافی است

b ha= +

∆ رو به دست بیاری همین! 
∆
y
x

 این همون فرمول قبلیه ولی با یه فرم و شکل دیگه و نمی خواد چیز جدیدی رو الکی توی ذهنت وارد کنی فقط کافیه که توی سؤال ها بلد باشی

x بنا به تعبیر هندسی، با  a= f در آهنگ لحظه ای تغییر )آهنگ آنی تغییر(: آهنگ لحظه ای تغییر تابع

f در آن نقطه برابر است و از طرفی می دانیم که شیب خط مماس در  شیب خط مماس بر نمودار تابع
x با مقدار مشتق تابع در آن نقطه برابر است، پس مطابق شکل مقابل داریم: a= نقطه

x a= f در آهنگ لحظه ای تغییر تابع tan) شیب خط مماس= f )a= = ′α

 f ( )a′ x برابر است با: a= f در نقطه بنابراین آهنگ لحظه ای تغییر تابع

f شیب خط قاطع (t ban )y
ax
f (a)

b
−∆

α == =
−∆

f (b) f (
a

a)
b
−
−

h f به ازای نمو  آهنگ متوسط تغییر تابع

a h

a h

f ( ) f ( ) f ( )b a (a a
b a

)h
h

f+
=

−
−

=

+

+

−

میزان نمو یا مقدار رشد

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



162

فصل ششم : مشتقفصل ششم : مشتق
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

 کاربرد مشتق در فیزیک کاربرد مشتق در فیزیک
یکی از کاربردهای مشتق در فیزیک در بحث حرکت شناسی است، کتاب درسی در این مبحث، فقط به بررسی مفهوم سرعت متوسط و سرعت لحظه ای 

متحرک پرداخته است بنابراین ما هم به همین مقدار بسنده می کنیم:
x در اختیار داشته باشیم، داریم: f (t)= حال اگر معادله مکان - زمان متحرکی را به صورت

t] کافی است آهنگ متوسط تغییر تابع )تابع ما در این جا معادله مکان - زمان است(  , t ]1 2 )1( برای پیدا کردن سرعت متوسط این متحرک در بازه
t] به دست آوریم: , t ]1 2 را در بازه

  )
V

t
f tf (

t
(t )−

−
= 2 1

2 1
õw¼T¶

t به دست بیاوریم به این صورت که از ضابطه  ، باید آهنگ لحظه ای تغییر تابع را در لحظه t )2( برای محاسبه سرعت لحظه ای این متحرک درلحظه
t را جایگذاری می کنیم: داده شده )معادله مکان - زمان( مشتق گرفته و لحظه

)V f t(= ′
ÁH¾Êd²

 اگر متحرکی پس از طی مسافتی متوقف شود، سرعت لحظه ای آن متحرک برابر صفر خواهد بود.
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میدونیم که توابع رابطه هایین که برای پیش بینی و بررسی رفتار یک پدیده تعریف میشن الان میخوایم بدونیم این همه مشتق گرفتیمو قیافه تابع رو بهم ریختیم برای 

چی بود؟!

اصلاً چرا ما این بلارو سر یه تابع میاریم؟!

یکی از دلایلش پیدا کردن نقاطی از تابعه که مقدار تابع تو اون نقطه بیشترین یا کمترین مقدار بشه تا بتونیم براش برنامه ریزی کنیم، به این کار میگن بهینه سازی یه تابع.

مثلاً فرض کن یه کارخونه داری که میخوای سودش رو بیشترین حالت ممکن کنی یا هزینه هاش رو به کمترین حد ممکن برسونی، باید اول براش یه تابع تعیین کنی 

که رفتارش رو پیش بینی کنه بعد به کمک مشتق و کاربرد مشتق، پیدا میکنیم که متغیر باید چجوری باشه تا سود یا هزینه بهینه بشه.

خیلی باحال و کاربردی خییییلی!

برو که رفتیم...

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

3222صفرتعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال
ــــــــــــ

یکنوایی )2 سؤال(

اکسترمم نسبی

رسم نمودار توابع

اکسترمم نسبی

نقطه بحرانی

بهینه سازی

بهینه سازی

نقطه عطف
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فصل هفتم : کاربرد مشتقفصل هفتم : کاربرد مشتق
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

164

بررسی یکنوایی توابع به کمک مشتق ) در حالت کلی(بررسی یکنوایی توابع به کمک مشتق ) در حالت کلی(
، داریم: (a , b) x در بازة a) مشتق پذیر باشد در این صورت به ازای هر , b) a] پیوسته و در بازة , b] f در بازة فرض کنید که تابع

، اکیداً صعودی است. [a , b] f در بازة f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0<
، صعودی است. [a , b] f در بازة f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0≤

، اکیداً نزولی است. [a , b] f در بازة f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0>
، نزولی است. [a , b] f در بازة f باشد، آن گاه تابع (x)  اگر0≥

، تابعی ثابت )هم صعودی و هم نزولی( است. [a , b] f در بازة f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0=

، کافی است که مراحل زیر  f با توجّه به موارد فوق می توان گفت که برای مشخّص کردن بازه های مربوط به صعودی یا نزولی بودن تابع مشتق پذیر
را طی کنیم:

f را تعیین می کنیم. • دامنة تابع
f مشتق گرفته و با رسم جدول تغییرات تابع، مشتق را تعیین علامت می کنیم. • از تابع

• در نهایت به کمک جدول تغییرات تابع، رفتار تابع را از لحاظ صعودی یا نزولی بودن، مشخّص می کنیم.

f′ به ازای تعداد متناهی نقطه )یک یا چند نقطه( برابر صفر باشد، تابع f همچنان اکیداً یکنوا )اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی(  (x)  اگر در یک بازه، 

است امّا اگر به ازای نامتناهی نقطه )مثلًا در یک یا چند بازه( مشتق برابر صفر باشد دیگر نمی توان لفظ اکید را برای آن به کار برد.

بررسی یکنوایی تابع درجه سومبررسی یکنوایی تابع درجه سوم
، ابتدا از تابع مورد نظر مشتق گرفته و داریم: f (x) ax bx cx d= + + +3 2 برای بررسی یکنوایی توابع درجه سوم به فرم

f (x) ax bx c′ = + +23 2

ff  اکیداً صعودی باشد (x)′ ≥0
a >0

f ′∆ ≤0

ff  اکیداً نزولی باشد (x)′ ≤0
a <0

f ′∆ ≤0

، داریم: x∈ f تابعی چندجمله ای و غیرثابت باشد، به ازای هر در حالت کلی، اگر
، اکیداً صعودی است. f f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0≤

، اکیداً نزولی است. f f باشد، آن گاه تابع (x)′  اگر0≥

بررسی یکنوایی توابع کسریبررسی یکنوایی توابع کسری
می دانیم که توابع کسری در ریشه های مخرج خود، ناپیوسته اند بنابراین در این نوع از توابع، اگر عبارت مخرج کسر ریشه داشته باشد )البته ریشة 
مخرجی که با صورت کسر ساده نشه( در این صورت آن تابع کسری در بازه هایی که شامل ریشة مخرج باشد، غیریکنوا است )یعنی توی اون بازه هایی 

که ریشة مخرج رو دارن نه صعودیه و نه نزولی(.

بررسی یکنوایی توابع دوضابطه ایبررسی یکنوایی توابع دوضابطه ای

، داریم:
g

;
y

x

f (

)

x) x a

x a( ;

≥
= 

<
با توجّه به جدول زیر برای بررسی یکنوایی توابع دوضابطه ای به فرم
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تابع نزولی باشدتابع صعودی باشد

f (x)′ ≥ 0  f (x)′ ≤0  

g (x)′ ≥0 g (x)′ ≤0 

x a x a
lim f (x) lim g(x)

+ −→ →
≥  

x a x a
lim f (x) lim g(x)

+ −→ →
≤  

تعریفتعریف
,a) را نقطه بحرانی تابع f می نامیم.  f (a)) f موجود نباشد، در این صورت، نقطه  (a)′ f برابر صفر باشد و یا  (a)′  ، x a= هرگاه در نقطه ای به طول 

] تعریف شده باشد، نقاط بحرانی این تابع عبارتند از:  ]a,b به بیان دیگر، اگر تابع f در بازه 
) x b= x و  a= الف( نقاط ابتدا و انتهای بازه )یعنی نقاطی به طول 

ب( نقاطی که مشتق تابع در آن ها برابر صفر است. 

ج( نقاطی که تابع در آن ها مشتق ناپذیر است. 

نقاط عطف عمودینقاط بازگشتینقاط گوشه اینقاط ناپیوستگی

توجه کنید که نقطه بحرانی عضوی از دامنه تابع است، بنابراین نقاطی که عضوی از دامنه تابع نیستند، جزو نقاط بحرانی به حساب نمی آیند. 

تعیین نقاط بحرانی به کمک رسم نمودارتعیین نقاط بحرانی به کمک رسم نمودار
بهترین راهکار برای تعیین نقاط بحرانی یک تابع، رسم نمودار آن تابع است. به این صورت که ابتدا با توجه به ضابطه و البته دامنه تابع، نمودار آن را 

رسم کرده و سپس از روی نمودار، نقاط بحرانی تابع را مشخص می کنیم.

تعیین نقاط بحرانی در توابع چندجمله ای تعیین نقاط بحرانی در توابع چندجمله ای 

f به دست می آیند.  (x)′ = ، طول نقاط بحرانی از حل معادله 0 n nf (x) ax bx ... c−= + + +1    در توابع چندجمله ای به فرم 

تعیین نقاط بحرانی در توابع رادیکالی تعیین نقاط بحرانی در توابع رادیکالی 
، )n میتونه زوج باشه یا فرد باشه(، با فرض مشتق پذیر بودن تابع g، طول نقاط بحرانی، از حل معادله های  nf (x) g(x)=  در توابع رادیکالی به فرم 

g به دست می آید.  (x)′ = g(x) و 0 = 0

تعیین نقاط بحرانی در توابع قدرمطلقیتعیین نقاط بحرانی در توابع قدرمطلقی
f به  (x)′ = 0 f و  (x) = ، با فرض مشتق پذیر بودن تابع f، طول نقاط بحرانی از حل معادله های 0 y f (x)= الف( در توابع قدرمطلقی به فرم 

دست می آیند. 
f و  به دست  (x) = ، با فرض مشتق پذیر بودن توابع f و g، طول نقاط بحرانی از حل معادله های 0 y g(x) f (x)= ب( در توابع قدرمطلقی به فرم 

) به دست می آیند. )g(x)f (x) ′ = 0
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تعیین نقاط بحرانی در توابع براکتی تعیین نقاط بحرانی در توابع براکتی 
، هر نقطه ای که از دامنه تابع انتخاب کنیم، یک نقطه بحرانی است، چرا؟ بیا دلیلش رو بهت بگم...  [ ]f (x) g(x)= در توابع براکتی به فرم 

، در این صورت تابع f در نقطه مورد نظر ناپیوسته است و آن  ( )g(a)∈ x برابر عدد صحیحی باشد  a=  اگر عبارت داخل براکت به ازای 
نقطه جزو نقاط مشتق ناپذیری تابع بوده و در نتیجه یک نقطه بحرانی است. 

، در این صورت تابع f در نقطه مورد نظر پیوسته است،  { }( )g(a)∈ − 
x برابر عدد غیرصحیحی باشد  a=   اگر عبارت داخل براکت به ازای 

اما شیب خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه )چون مشتق خودمون توی او نقطه( برابر صفر بوده و در نتیجه آن نقطه نیز یک نقطه بحرانی است 

y را در نظر بگیرید:  x =   به عنوان مثال، 

[ ]
[ ]
x x

y x
x x

 ≥=   =   − <

0
0

 

تعیین نقاط بحرانی در توابع کسریتعیین نقاط بحرانی در توابع کسری

h(x) هر تابعی می تونن باشند( برای تعیین طول نقاط بحرانی به روش زیر عمل می کنیم:  g(x) و  g(x)f )که در آن  (x)
h(x)

=  در توابع کسری فرم 

 ابتدا دامنه تابع f را پیدا می کنیم. 
f را محاسبه کرده و پس از مخرج  مشترک گیری )در صورت لزوم(، ریشه های صورت و مخرج آن را به دست می آوریم.  (x)′  سپس 
، آن هایی که عضو دامنه تابع باشند به عنوان طول نقطه بحرانی معرفی می کنیم.  f (x)′  در نهایت از بین ریشه های صورت و مخرج 

f نیز طول  (x)′ ، طول نقاطی هستند که مشتق در آن ها برابر صفر است و ریشه های مخرج  f (x)′  توجه داشته باشید که ریشه های صورت 
نقاطی هستند که تابع f در آن نقاط مشتق ناپذیر است.

تعیین نقاط بحرانی در توابع چندضابطه ایتعیین نقاط بحرانی در توابع چندضابطه ای
برای پیدا کردن طول نقطه )نقاط( بحرانی در توابع چندضابطه ای به روش زیر عمل می کنیم: 

11 ابتدا طول نقاط بحرانی هر یک از ضابطه ها را در  دامنه تعریف خود به صورت جداگانه به دست می آوریم. )فقط دقت کن که طول نقطه بحرانی هر 
یک از ضابطه ها باید توی دامنه اون ضابطه حضور داشته باشه(

22 پیوستگی و مشتق پذیری را در نقاط مرزی دامنه بررسی می کنیم و در صورتی که تابع در نقطه )نقاط( مرزی دامنه خود یکی از شرایط زیر را 
داشته باشد، آن نقطه را به عنوان نقطه بحرانی معرفی می کنیم. 

  ناپیوسته باشد.    مشتق ناپذیر باشد.   مشتق چپ و راست هر دو موجود و برابر صفر باشند.

تعریفتعریف
 f را طول نقطه مینیمم نسبی تابع ( )c (a, b) x c∈ = ,a) تعریف شده باشد در این صورت نقطه به طول  b) 11 فرض کنید تابع f در بازه 

می گوییم، هرگاه: 
x نسبت به همسایه های خود مقدار کمتری داشته باشد.  c= x تعریف شده باشد.   تابع f در نقطه  c=  تابع f در همسایگی نقطه 
x را  c= f باشد، در این صورت،  (c) f (x)≤ x تعریف شده باشد و در آن همسایگی  c= به عبارت دیگر، اگر تابع f در یک همسایگی از نقطه 

f را مقدار مینیمم نسبی تابع f می نامیم.  (c) طول نقطه مینیمم نسبی و 
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) را طول نقطه ماکزیمم نسبی تابع f می نامیم، هرگاه:  )c (a, b) x c∈ = ,a) تعریف شده باشد، در این صورت نقطه به طول  b) در بازه f 22 فرض کنید تابع
x تعریف شده باشد.  c=  تابع f در همسایگی نقطه 

x نسبت به همسایه های خود مقدار بیشتری داشته باشد.  c=  تابع f در نقطه 
x را طول  c= f باشد، در این صورت  (c) f (x)≥ x تعریف شده باشد و در آن همسایگی  c= به عبارت دیگر، اگر تابع f در یک همسایگی از نقطه 

f را مقدار ماکزیمم نسبی تابع f می گوییم.  (c) نقطه ماکزیمم نسبی و 

حالا چند تا نکته پایین رو داشته باش ... 	

x دارای اکسترمم  c= x ماکزیمم نسبی و یا مینیمم نسبی داشته باشد، در این صورت می گوییم که تابع f در  c=  اگر تابع f در نقطه به طول 
نسبی است. 

، هر نقطه ای که از دامنه تابع انتخاب کنیم، هم مینیمم نسبی و هم ماکزیمم نسبی است.  f (x) k , (k )= ∈  در توابع ثابت به فرم 
 نقاط ابتدا و انتهای بازه تعریف تابع، نمی توانند نقطه مینیمم نسبی یا ماکزیمم نسبی باشند چرا که تابع حداقل در یکی از همسایگی های این دو 

نقطه تعریف نمی شود. )یادته که یکی از شرط های نقاط اکسترمم  نسبی این بود که تابع در همسایگی اون نقطه تعریف شده باشه( 
 f (c)′ = f موجود باشد در این صورت 0 (c)′ x ماکزیمم نسبی و یا مینیمم نسبی داشته باشد و  c=  اگر تابع f در نقطه 
است، به عبارت دیگر می توان گفت که هر نقطه اکسترمم نسبی تابع، یک نقطه بحرانی است، اما لزوماً هر نقطه بحرانی تابع، نقطه 
f است و با  (x) x′ = 23 y را در نظر بگیرید، تابع مشتق این تابع به صورت  x= 3 اکسترمم نسبی نمی باشد. به عنوان مثال، تابع 
x طول نقطه بحرانی  = x برابر صفر است، اما با توجه به نمودار آن، کاملًا مشخص است که 0 = f در 0 (x)′ وجود اینکه مقدار 

تابع است ولی این نقطه نه ماکزیمم نسبی و نه مینیمم نسبی است، پس لزوماً هر نقطه بحرانی، نقطه اکسترمم نسبی نیست. 

پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی توابع پیوسته )به کمک آزمون مشتق اول(پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی توابع پیوسته )به کمک آزمون مشتق اول(
برای پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی یک تابع پیوسته مانند f، به روش زیر عمل می کنیم: 

  ابتدا طول نقاط بحرانی تابع f را به دست می آوریم. )البته به جز نقاط سروته بازه! چرا که توی این دو نقطه شرط همسایگی برقرار نیست.(
( را تعیین علامت می کنیم.  f ′  سپس به کمک رسم جدول تغییرات، تابع مشتق )

حالا توی جدول تعیین علامت تابع مشتق، سه حالت ممکنه اتفاق بیفته ...

x طول نقطه ماکزیمم نسبی است. به عبارت دیگر، اگر  c= x از مثبت به منفی تغییر کند، آن گاه  c= حالت اول: اگر علامت تابع مشتق در اطراف 

x صعودی و بعد از آن نزولی باشد، در این صورت تابع f ماکزیمم نسبی دارد.  c= تابع f قبل از 

مثال نموداریجدول تغییرات

x طول نقطه مینیمم نسبی است. به عبارت دیگر، اگر  c= x از منفی به مثبت تغییر کند، آن گاه  c= حالت دوم: اگر علامت تابع مشتق در اطراف 

x نزولی و بعد از آن صعودی باشد، در این صورت تابع f در این نقطه مینیمم نسبی دارد.  c= تابع f قبل از 

مثال نموداریجدول تغییرات

، طول نقطه اکسترمم نسبی نیست.  x c= x تغییر نکند، آن گاه  c= حالت سوم: اگر علامت تابع مشتق در اطراف 

x = 0

3y x=

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل هفتم : کاربرد مشتقفصل هفتم : کاربرد مشتق
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

168

مثال نموداریجدول تغییرات

 توجه کنید که در برخی از سوالات، بدون استفاده از این روش و تنها به کمک رسم نمودار تابع می توان نقاط اکسترمم تابع را مشخص کرد. 

، نقطه اکسترمم نسبی تابع f باشد، آن گاه:  A(a,b)  اگر نقطه A به مختصات 

=f(a) b  مختصات این نقطه در ضابطه تابع f صدق می کند، یعنی 

′ =f (a) 0 x= برابر صفر است، یعنی  a  مشتق تابع f در نقطه 

= باشد، آن گاه: 
f(x)y
g(x)

A(a,b) نقطه اکسترمم نسبی تابع   حالت خاص: اگر نقطه 

=
f(a) b
g(a)

 مختصات این نقطه در ضابطه تابع f صدق می کند، یعنی 

′
=

′
f (a) b
g (a)

 مختصات این نقطه در هوپیتال تابع هم صدق می کند، یعنی 

، ریشه  =f(x) k y= بر نمودار تابع f مماس بوده و معادله تلاقی  k y= عرض نقطه اکسترمم نسبی تابع f باشد، در این صورت، خط  k   اگر 

∆ باشد.  = 0 − از درجه دوم باشد، برای این منظور باید  =f(x) k 0 مضاعف خواهد داشت، حال اگر معادله 

∆
=

∆

Rn¼  Å RnIL ø 

Zoh¶ RnIL ø
1 2y y ، حاصل ضرب عرض اکسترمم های نسبی تابع برابر است با:  + +

=
′ ′ ′+ +

2

2
ax bx cy
a x b x c

 در توابع به فرم 

تعریف تعریف 
f باشد، آن گاه:  (c) f (x)≤ x در این بازه باشد. در این صورت به ازای هر x متعلق به این بازه، اگر  c= ] تعریف شده باشد و  ]a,b 11  فرض کنید تابع f در بازه 

f را مقدار مینیمم مطلق تابع می نامیم.  (c) x را طول نقطه مینیمم مطلق و  c=  
) را نقطه مینیمم مطلق تابع f می گوییم.  )c, f (c)  نقطه 

 f (c) f (x)≥ x در این بازه باشد، در این صورت، به ازای هر x متعلق به این بازه، اگر  c= ] تعریف شده باشد و  ]a,b 22  فرض کنید تابع f در بازه 
باشد، آن گاه: 

f را مقدار ماکزیمم مطلق تابع می نامیم.  (c) x را طول نقطه ماکزیمم مطلق و  c=  
) را نقطه ماکزیمم مطلق تابع f می گوییم.  )c, f (c)  نقطه 
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 ] ]a،ba،b[ پیدا کردن نقاط اکسترمم های مطلق یک تابع در بازه ]پیدا کردن نقاط اکسترمم های مطلق یک تابع در بازه

] به روش زیر عمل می کنیم:  ]a,b برای پیدا کردن نقاط اکسترمم مطلق تابع f در بازه 
11 ابتدا طول نقاط بحرانی تابع f را به دست می آوریم. )امیدوارم یادت باشه که ابتدا و انتهای بازه بسته هم جزو نقاط بحرانی بودن( 

22  سپس مقدار تابع را به ازای طول نقاط بحرانی محاسبه می کنیم.
33  در مرحله 2، بزرگ ترین عدد به دست آمده را مقدار ماکزیمم مطلق و کوچک ترین آن ها را مقدار مینیمم مطلق تابع f می نامیم. 

برای حل مسائل بهینه سازی به روش زیر عمل می کنیم: 
11 در صورت لزوم با توجه به اطلاعات مسئله شکل مناسبی برای مسئله رسم کرده و اطلاعات مسئله را روی آن سوار می کنیم. 

22 رابطة کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به دست می آوریم. 
33 رابطه به دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل می کنیم.

44 سپس طول نقاط بحرانی رابطه تک متغیره را به دست می آوریم. 
55 در نهایت مقدار رابطه تک متغیره را به ازای طول نقاط بحرانی آن محاسبه کرده و بیشترین مقدار یا کم ترین مقدار آن را )بستگی داره خواسته سوال 

کدومش باشه!( پیدا می کنیم. 

 خاطره بازی: امیدوارم فرمول های پایین رو از سال های قبل با خود داشته باشی... 

روابط مساحت

S BC AH= × ×
1
2S a= 23

4
S a= 2S ab=S r= π 2

روابط حجم

V abc=V a= 3V r= π 34
3

V r h= π 2V r h= π 21
3
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و اما هندسه!

هندسه یه شاخه از ریاضیات هستش که به بررسی نحوه قرارگیری اشکال در فضا )چرخش، دوران و ...(، ویژگی های یک شکل )دایره، بیضی و ...(، مقایسه اشکال )تشابه، تالس و ...( و 

... می پردازه. اما یه بخش دیگه ای هم از هندسه هست که بهش هندسه تحلیلی )فاصله نقطه از نقطه یا از یه خط و ...( میگن و این پل ارتباطی بین هندسه و ریاضیات هستش.

تسلط رو این بخش ها، نیاز به دید ریاضی و درک منطقی داره )که ما داریم اینو!( یعنی برای موفقیت توی این بخش، اولاً باید رابطه های ریاضی و محاسباتی و ویژگی های اشکال رو 

بشناسی، بعد با درک و دید هندسی )قوانین و قضیه های هندسی( به بررسی و دلیل آوردن )استدلال( برای حل یک مسأله بپردازی.

دانش آموزا، سوالای هندسه رو وقت گیر و سخت می بینن )اتفاقاً این چن ساله، بعضی سوالاش ایزی بودن( اما هر چی بیشتر هندسه رو کار کنی می تونی روش های ساده تری رو برای 

حل یه سوال پیدا کنی، پس براش وقت بزار و یادت باشه یادآوری نکات هندسه هشتم و نهم می تونه توی درک این بخش خیلی کمک کننده باشه. 

هندسه، منتظر باش که اومدیم شاختو بشکنیم. 

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

34344تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

1ـ قضیه تالس
2ـ هندسه تحلیلی

3ـ تشابه

1ـ قضیه تالس
2ـ هندسه تحلیلی)2 سوال(

3ـ دایره

1ـ هندسه تحلیلی
2ـ قضیۀ تالس

3ـ بیضی

1ـ قضیه تالس و تشابه
2ـ تشابه

3ـ هندسه تحلیلی
4ـ دایره

1ـ قضیه تالس و تشابه
2ـ تشابه

3ـ هندسه تحلیلی
4ـ دایره
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زاویه زاویه 
جدول رو دریاب ... 	

درجه   180 برابر  مثلث  هر  داخلی  زاویه های  مجموع 
است.

α +β+ γ = °180

زاویه های متقابل به رأس با هم برابرند.
ˆ ˆO O
ˆ ˆO O

 =


=

1 2

3 4

در هر مثلث، هر زاویه خارجی با مجموع دو زاویه داخلی 
غیرمجاورش برابر است.

x
y
z

= β+ γ
 = α +β
 = α + γ

2 را قطع کند،  و  1 دو خط موازی d اگر خط مورب
آن گاه زاویه های حاده با هم و زاویه های منفرجه نیز با 

هم برابرند و بالعکس.

ˆ ˆ ˆ ˆA A B B
ˆ ˆ ˆ ˆA A B B

 = = =


= = =
⇔  

1 3 1 3
1 2

2 4 2 4

در هر مثلث، زاویه بین نیمساز و ارتفاع متناظر به یک 
رأس، با نصف قدرمطلق تفاضل دو زاویه دیگر برابر است.

ˆB̂ C−
α =

2

در هر مثلث، زاویه روبه رو به ضلع بزرگ تر از زاویه روبه رو 
به ضلع کوچک تر، بزرگ تر است و بالعکس.

ˆˆAC AB B C⇔> >

مثلث متساوی الساقین و ویژگی های آن مثلث متساوی الساقین و ویژگی های آن 

ABدو ضلع برابر دارد. AC=

B̂ˆزاویه های روبه رو به ساق ها با هم برابرند. C=
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ارتفاع، میانه، عمودمنصف  و نیمساز وارد بر قاعده 
بر هم منطبق اند.

ˆ ارتفاع است. ˆAH H H= =⇒ °1 2 90
میانه است. AH BH CH⇒ =

ˆ نیمساز است. ˆAH A A⇒ =1 2
عمودمنصف است. AH AB AC⇒ =

مثلث متساوی الاضلاع و ویژگی های آن مثلث متساوی الاضلاع و ویژگی های آن 

ABتمامی اضلاع مثلث با هم برابرند. AC BC= =

60° است. ˆتمامی زوایای داخلی مثلث برابر  ˆˆA B C= = = °60

ارتفاع ها، میانه ها، عمودمنصف ها و نیمسازهای نظیر هر 
رأس بر هم منطبق بوده و همه آن ها با هم برابرند.

AH BH CH a′ ′′= = =
3
2

a23
4

 توجه کنید که مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع a برابر است با: 

نیمساز و ویژگی های آننیمساز و ویژگی های آن
 تعریف: نیمساز یک زاویه، پاره خطی است که آن زاویه را نصف می کند.

 ویژگی های نیمساز: 

داشته  قرار  زاویه  یک  نیمساز  روی  نقطه ای  اگر 
Ôباشد، آن گاه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است.  نیمساز زاویه  AM AN

d
ON OM

⇒
=

 =

اگر فاصله یک نقطه از دو ضلع یک زاویه به یک 
اندازه باشد، آن گاه آن نقطه روی نیمساز آن زاویه 

قرار دارد.
ˆAM AN O= ⇒ نیمساز زاویه  d

محل برخورد نیمسازهای داخلی هر مثلثی همواره 
درون مثلث است که این نقطه همان مرکز دایره 
از هر سه ضلع  آن  فاصله  و  بوده  محاطی مثلث 

مثلث با هم برابر است. 

OH OH OH r′ ′′= = =
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عمودمنصف  و ویژگی های آن عمودمنصف  و ویژگی های آن 
 تعریف: عمودمنصف، خطی است که بر یک پاره خط عمود بوده و آن را نصف می کند.

 ویژگی های عمودمنصف: 

اگر نقطه ای روی عمودمنصف یک پاره خط قرار داشته 
d عمودمنصف BCباشد، آن گاه از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است. AB AC⇒ =

اگر فاصله یک نقطه از دو سر یک پاره خط به یک 
آن  عمودمنصف  روی  نقطه  آن  آن گاه  باشد،  اندازه 

پاره خط قرار دارد.
AB AC BC= ⇒ عمودمنصف  d

 نقطه همرسی عمودمنصف های اضلاع مثلث: 

عمودمنصف های اضلاع هر مثلثی در یک نقطه همرس اند که آن نقطه، مرکز دایره محیطی مثلث است و نقطه همرسی آن ها از سه رأس مثلث به یک 
فاصله است که این فاصله همان شعاع دایره محیطی مثلث است. 

حاده الزاویهقائم الزاویهمنفرجه الزاویهنوع مثلث

شکل

درون مثلثوسط وتربیرون مثلثمحل همرسی

ارتفاع و ویژگی های آن ارتفاع و ویژگی های آن 
 تعریف: ارتفاع، خط عمودی است که از یک رأس بر پاره خط مقابل )و یا امتداد آن( وارد می شود. 

 نقطه همرسی ارتفاع های مثلث: 

حاده الزاویهقائم الزاویهمنفرجه الزاویهنوع مثلث

شکل

درون مثلثروی رأس قائمبیرون مثلثمحل همرسی
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میانه و ویژگی های آن میانه و ویژگی های آن 
میانه، پاره خطی است که از یک رأس مثلث رسم شده و ضلع مقابل به آن زاویه را نصف می کند. به عنوان مثال در 

شکل زیر، اگر میانه وارد بر ضلع BC را رسم کنیم، داریم: 

AM میانه است. BM MC⇒ =

مکانمکان هندسی   هندسی  
به مجموعه نقاطی از صفحه که دارای یک یا چند ویژگی مشترک باشند، مکان هندسی می گوییم. به عنوان مثال، دایره ای به 
مرکز O و شعاع 2 واحد را در نظر بگیرید. تمامی نقاطی که روی این دایره قرار دارند دارای یک ویژگی مشترک هستند و آن 

هم این است که همه این نقاط از مرکز دایره )یعنی نقطۀ O(، 2 واحد فاصله دارند.

مکان هندسی های مهم رو توی جدول زیر براتون آماده کردیم... 	

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک نقطه ثابت مانند O به فاصلۀ r هستند، دایره ای 
به مرکز O و به شعاع r است.

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط L به فاصله d هستند، دو خط موازی با خط L و 
به فاصله d از آن است که در دو طرف خط L قرار می گیرند.

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو نقطه ثابت A و B به یک فاصله هستند، عمودمنصف 
پاره خط AB است. 

AC BC=

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دوخط متقاطع به یک فاصله هستند، نیمسازهای آن 
دو خط متقاطع است. 

AH AH′=

استدلالاستدلال

استدلال ها انواع مختلفی دارن که چند تا از اونا رو بهتون معرفی می کنیم...  	

 استدلال استقرایی: 

به استدلالی که با مشاهده و بررسی یک موضوع در چند حالت مختلف، به یک نتیجه کلی می رسیم، استدلال استقرایی می گوییم، به عبارت دیگر، در 
این نوع استدلال، از جزء به کل می رسیم. توجه داشته باشید که با چنین استدلالی نمی توان همواره به درستی نتیجه حاصل شده مطمئن بود یعنی 

نتایجی که با استفاده از این استدلال به دست می آیند ممکن است درست یا نادرست باشند.

 استدلال استنتاجی: 

به استدلالی که براساس نتیجه گیری منطقی و بر پایه واقعیت هایی باشد که درستی آن ها را پذیرفته ایم، استدلال استنتاجی می گوییم. توجه کنید که 
نتایج حاصل شده از این استدلال، همواره درست است. 

  برهان خلف: 

نوع دیگری از استدلال که در مسائل ریاضی و هندسی کاربرد دارد، برهان غیرمستقیم یا برهان خلف است. در برهان خلف، به جای اینکه به طور 
مستقیم از فرض شروع کرده و به درستی حکم برسیم، فرض می کنیم که حکم، نادرست باشد )فرض خلف( و با این فرض به یک تناقض یا به یک 
نتیجه غلط یا غیرممکن می رسیم، سپس نتیجه می گیریم که فرض اولیه ما )فرض خلف( صحیح نبوده و حکم، نمی تواند نادرست باشد. به عبارت 
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دیگر، مراحل اثبات به روش برهان خلف به صورت زیر است: 
11 فرض می کنیم که حکم، نادرست باشد. )فرض خلف(

22 ثابت می کنیم که با فرض خلف، به تناقض یا به یک نتیجه غیرممکن می رسیم. 
33 نتیجه می گیریم که فرض خلف، نادرست بوده و حکم نمی تواند نادرست باشد. 

 مثال نقض: نوع دیگری از استدلال، استدلال به روش مثال نقض است که در آن از یک مثال برای رد یک حکم کلی استفاده می شود به چنین 

مثالی که نشان می دهد یک حکم کلی نادرست است اصطلاحاً مثال نقض می گوییم. توجه داشته باشید که برای نشان دادن نادرستیِ یک حکم کلی، 
ارائه تنها یک مثال نقض، کافی است اما برای نشان دادن درستیِ یک حکم کلی، حتماً باید اثباتی را انجام دهیم.

مثال:

مثال نقضحکم

عدد 2، عددی اول اما زوج است.تمامی اعداد اول، فرد هستند.

عدد 9، عددی فرد بوده ولی اول نیست.هر عدد فردی، اول است.

قضیهقضیه
 قضیه: برخی از نتایج مهم و پرکاربردی که از استدلال استنتاجی حاصل می شوند را »قضیه« می گوییم. یک قضیه از فرض و حکم تشکیل شده 

است که فرض، همان اطلاعات داده شده سوال و حکم ، همان اطلاعات خواسته شدۀ مسئله است.

 عکس قضیه:

اگر در یک قضیه، جای فرض و حکم را عوض کنیم به آنچه حاصل می شود، »عکس قضیه« می گوییم. عکس یک قضیه ممکن است درست یا نادرست 
باشد. به عنوان مثال: 

اگر یک چهارضلعی متوازی الاضلاع باشد، آن گاه قطرهایش یکدیگر را نصف می کنند.قضیه

اگر در یک چهارضلعی قطرها یکدیگر را نصف کنند، آن گاه آن چهارضلعی متوازی الاضلاع است.عکس قضیه

 قضیه شرطی: 

هر گزارۀ شرطی درست را یک قضیه شرطی می گوییم. قضیه شرطی معمولاً به فرم » اگر فرض آن گاه حکم « بیان می شود.

 قضیه دو شرطی: 

اگر یک قضیه شرطی و عکس آن، هر دو درست باشند، آن قضیه را قضیه دوشرطی می گوییم. توجه داشته باشید که قضیه های دوشرطی معمولاً به 
فرم » اگر فرض آن گاه حکم و بالعکس « یا به صورت »فرض اگر و تنها اگر حکم « بیان می شوند. به عنوان مثال: 

اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند، آن گاه زاویه مقابل به ضلع بزرگ تر از زاویه مقابل به ضلع کوچک تر، بزرگ تر است و بالعکس.فرم 1

در یک مثلث، دو ضلع با هم برابرند، اگر و تنها اگر ارتفاع های نظیر آن دو ضلع با هم برابر باشند.فرم 2
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نسبت و تناسبنسبت و تناسب
(a , b , b )∈ ≠ 0 ‌می‌گوییم. b ‌به a ‌نشان‌می‌دهیم‌و‌آن‌را‌نسبت a

b
را‌به‌صورت b ‌بر‌عدد‌حقیقی‌و‌غیر‌صفر a نسبت:‌حاصل‌تقسیم‌عدد‌حقیقی

فقط‌دقت‌کنید‌‌aو‌‌bباید‌هم‌واحد‌باشند.
باشد،‌نسبت‌طول‌پاره‌خط‌‌ABبه‌طول‌پاره‌خط‌‌CDبرابر‌است‌با:‌ cm5 پاره‌خطی‌به‌طول CD و cm3 مثال:‌اگر‌‌ABپاره‌خطی‌به‌طول

‌ AB
CD

=
3
5

‌نشان‌دهنده‌یک‌تناسب‌است. a c
b d
= ‌با‌هم‌برابر‌باشند،‌این‌دو‌نسبت،‌تشکیل‌یک‌تناسب‌می‌دهند‌به‌عبارت‌دیگر c

d
‌و a

b
تناسب:‌اگر‌دو‌نسبت

،‌‌aو‌‌dرا‌طرفین‌تناسب‌و‌‌cو‌‌bرا‌وسطین‌تناسب‌می‌نامیم.
a
b d

c
= ‌در‌تناسب

‌ AB A B
CD C D

′ ′
= =

′ ′
1
2

C متناسب هستند. )چرا؟(‌‌‌ D′ ′ = 12 A و B′ ′ = 6 CD به ترتیب با پاره خط های = AB و4 = مثال:‌پاره خط های2

ویژگی های تناسب:‌به‌کمک‌اعمال‌و‌روش‌های‌جبری،‌از‌هر‌تناسبی‌می‌توان‌تناسب‌ها‌یا‌تساوی‌های‌دیگری‌را‌نتیجه‌گرفت.‌مهم‌ترین‌این‌ویژگی‌ها‌

را‌در‌جدول‌زیر‌ببینید.‌)البته‌با‌فرض‌این‌که‌مخرج‌تمامی‌کسرها‌مخالف‌صفر‌است.(

مثالرابطهویژگی

‌وسطین ‌طرفین‌ـ
a c ad bc
b d
= ⇒ =‌ = ⇒ × = ×

2 4 2 10 4 5
5 10

‌معکوس‌کردن‌طرفین‌تناسب
a c b d
b d a c
= ⇒ =‌ = ⇒ =

3 6 4 8
4 8 3 6

‌تعویض‌جای‌طرفین
a d

d a
c c

b b
= ⇒ =‌ = ⇒ =

2 4 6 4
3 6 3 2

‌تعویض‌جای‌وسطین
a a

d
c b

db c
= ⇒ =‌ = ⇒ =

2 4 2 3
3 6 4 6

‌ترکیب‌نسبت‌در‌صورت
b d

d
a c a c
b d b

+ +
= ⇒ =‌

+ +
= ⇒ =

3 6 3 5 6 10
5 10 5 10

‌ترکیب‌نسبت‌در‌مخرج d
a c

a
a c
b d b c
= ⇒ =

+ +‌ = ⇒ =
+ +

3 6 3 6
5 10 3 5 6 10

‌تفضیل‌نسبت‌در‌صورت
b d

d
a c a c
b d b

− −
= ⇒ =‌

− −
= ⇒ =

7 14 7 5 14 10
5 10 5 10

‌تفضیل‌نسبت‌در‌مخرج c
a a cc
b d b da
= ⇒ =

− −‌ = ⇒ =
− −

7 14 7 14
5 10 5 7 10 14

‌ترکیب‌صورت‌ها‌و‌مخرج‌ها
a c
b

a c a c
b d b dd

+
+

= ⇒ = =‌
+

= ⇒ = = =
+

3 9 3 9 3 9
2 6 2 6 8 2

12
6

‌در‌مورد‌ویژگی‌آخر‌جدول‌در‌حالت‌کلی‌تر‌می‌توان‌گفت‌که‌اگر‌چند‌نسبت‌با‌هم‌برابر‌باشند،‌می‌توان‌نسبت‌جدیدی‌را‌تشکیل‌داد‌که‌صورت‌

آن‌مجموع‌صورت‌نسبت‌ها‌و‌مخرج‌آن‌‌هم‌مجموع‌مخرج‌نسبت‌ها‌باشد‌که‌حاصل‌این‌نسبت‌جدید‌با‌تمامی‌نسبت‌های‌قبلی‌برابر‌است.‌به‌عبارت‌دیگر:

‌ ka
b b d

a c ec
d f

k
f

e +
= = = ⇒

+ +
+

= =
+

+





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‌ + + +
= = = ⇒ = = = = =

+ + +
3 6 9 12 3 6 9 12 30 3 6 9 12
4 8 12 16 4 8 12 16 40 4 8 12 16

‌ مثال:‌‌

(‌می‌توانیم‌صورت‌و‌ x 2
y 3
= ‌اگر‌تناسبی‌داشتیم‌که‌در‌یک‌طرف‌آن‌یک‌عدد‌معلوم‌و‌در‌طرف‌دیگر‌آن‌یک‌نسبت‌مجهول‌وجود‌داشت،‌)مانند

مخرج‌طرف‌معلوم‌را‌در‌متغیری‌مانند‌‌tضرب‌کرده‌و‌سپس‌صورت‌ها‌را‌با‌هم‌و‌مخرج‌ها‌را‌نیز‌با‌هم‌برابر‌فرض‌کنیم.

‌اگر‌تناسبی‌داشتیم‌که‌در‌آن‌چند‌نسبت‌با‌صورت‌های‌مجهول‌و‌مخرج‌های‌معلوم‌)و‌یا‌برعکس(‌وجود‌داشت،‌می‌توانیم‌هر‌یک‌از‌نسبت‌ها‌را‌

برابر‌متغیری‌مانند‌‌kقرار‌داده‌و‌مجهولات‌را‌برحسب‌ضریبی‌از‌‌kبه‌دست‌بیاوریم‌و‌سپس‌آنها‌را‌در‌خواستۀ‌مسئله‌جای‌گذاری‌کنیم.

قضیۀ تالسقضیۀ تالس
هرگاه‌در‌مثلثی،‌خطی‌موازی‌یکی‌از‌اضلاع،‌دو‌ضلع‌دیگر‌مثلث‌)یا‌امتداد‌آنها(‌را‌در‌دو‌نقطه‌قطع‌کند،‌روی‌آن‌دو‌ضلع‌)یا‌امتداد‌آنها(،‌پاره‌خط‌هایی‌
جدا‌می‌کند‌که‌اندازۀ‌آنها‌تشکیل‌یک‌تناسب‌می‌دهند.‌این‌قضیه‌را‌اصطلاحاً‌تالس‌جزءبه‌جزء‌می‌نامیم.‌به‌عبارت‌دیگر‌اگر‌در‌شکل‌های‌زیر‌‌DEبا‌

‌BCموازی‌باشد،‌داریم:‌

AD AEDE || BC
DB EC

=⇒

البته قضیۀ تالس، فرم های دیگه ای هم داره که بهتره اونا روهم بلد باشی!

AD AE AD DB AE EC AB AC DB EC
DB EC DB EC DB EC AB AC


+ +

= = = = ⇒   →→Å KwI¹U ·Rn¼ nj SLvº KÃ¨oU jo¨ t¼§÷¶

AD AE AD AE AD AE
DB EC DB AD EC AE AB AC

Zoh¶ nj SLvº KÃ¨oU

= = =
+

 ⇒→
+

تعمیم قضیۀ تالستعمیم قضیۀ تالس
هرگاه‌خطی‌دو‌ضلع‌یک‌مثلث‌)یا‌امتداد‌آنها(‌را‌در‌دو‌نقطه‌قطع‌کند‌و‌با‌ضلع‌سوم‌مثلث‌موازی‌باشد،‌در‌این‌صورت‌مثلثی‌به‌وجود‌می‌آید‌که‌
اندازه‌ضلع‌های‌آن‌با‌اندازه‌ضلع‌های‌مثلث‌اصلی‌متناسب‌است.‌این‌قضیه‌را‌اصطلاحاً‌تالس‌جزء‌به‌کل‌می‌نامیم.‌به‌عبارت‌دیگر،‌اگر‌در‌شکل‌های‌

زیر‌‌DEبا‌‌BCموازی‌باشد،‌داریم:
AD AE DEDE || BC
AB AC BC

= =⇒

عکس قضیه تالسعکس قضیه تالس
هرگاه‌خطی‌دو‌ضلع‌مثلثی‌را‌قطع‌کند‌و‌روی‌آن‌دو‌ضلع،‌چهار‌پاره‌خط‌با‌اندازه‌های‌متناسب‌جدا‌کند،‌آن‌گاه‌آن‌خط‌با‌ضلع‌سوم‌مثلث‌موازی‌

است.‌
AD AE DE || BC
DB EC

⇒=
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 توجه‌داشته‌باشید‌که‌در‌مسائل‌مربوط‌به‌عکس‌قضیه‌تالس،‌ما‌هیچ‌اطلاعی‌از‌موازی‌بودن‌‌DEو‌‌BCنداریم‌و‌
باید‌از‌متناسب‌بودن‌اندازه‌پاره‌خط‌های‌ایجاد‌شده‌روی‌دوضلع‌مثلث‌ABC،‌به‌این‌نتیجه‌برسیم‌که‌‌DE||BCاست.

 )خُب! فرض کن که فهمیدیم DE موازی BC بشه که چی مثلن؟  معلومه دیگه، اگه DE با BC موازی بشه به راحتی می تونیم از قضیه تالس یا تعمیم قضیه تالس استفاده 

  )Do you understand ? کنیم

قضیه میان خط در مثلثقضیه میان خط در مثلث
پاره‌خطی‌که‌وسط‌دو‌ضلع‌مثلث‌را‌به‌هم‌وصل‌می‌کند‌میان‌خط‌مثلث‌می‌نامیم‌و‌داریم:

 این‌پاره‌خط‌با‌ضلع‌سوم‌مثلث‌موازی‌است.‌
DE || BC ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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 اندازه‌این‌پاره‌خط،‌نصف‌ضلع‌سوم‌مثلث‌است.‌
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ BCDE =

2
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

و‌همچنین‌اگر‌از‌وسط‌ضلع‌مثلثی،‌خطی‌موازی‌با‌یک‌ضلع‌دیگر‌مثلث‌رسم‌کنیم،‌این‌خط‌ضلع‌سوم‌مثلث‌را‌در‌
وسط‌آن‌قطع‌می‌کند‌به‌عبارت‌دیگر:

AD DB
AE EC

DE || BC
=⇒

=



           

‌گاهی‌اوقات‌در‌مسائل‌مربوط‌به‌قضیه‌تالس،‌موازی‌بودن‌دو‌پاره‌خط‌را‌به‌طور‌غیرمستقیم‌در‌فرض‌مسئله‌بیان‌می‌کنند‌که‌در‌جدول‌زیر‌به‌

چند‌نمونه‌از‌این‌موارد‌اشاره‌می‌کنیم:

توضیحاتشکل مسئلهاطلاعات فرض مسئله

‌برابر‌است. B ‌با‌زاویۀ‌ M̂ زاویۀ‌
یا‌

‌برابر‌است. C ‌با‌زاویۀ‌ N زاویۀ‌

‌ ˆ ˆM B MN || BC⇒=
‌ ˆN̂ C MN || BC⇒=

‌مکمل‌هم‌اند. ˆNMB ‌و ˆMBCزوایای
یا

‌مکمل‌هم‌اند. ˆMNC ‌و ˆNCB زوایای

‌ ˆ ˆMBC NMB MN || BC⇒+ =180

‌ ˆ ˆNCB MNC MN || BC⇒+ =180

‌ذوزنقه‌است.‌چهارضلعی‌‌MNCBذوزنقه‌است. MNCB MN || BC⇒

فاصله‌نقطۀ‌‌Mتا‌ضلع‌‌BCبا‌فاصلۀ‌نقطۀ‌‌Nاز‌
‌ضلع‌‌BCبرابر‌است. MH NH MN || BC⇒= ′

MNچهارضلعی‌‌MNPBمتوازی‌الاضلاع‌است. || BC
MNPB

NP || AB
SwH Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ ⇒





‌اگر‌در‌مثلثی،‌دو‌جفت‌خط‌موازی‌داشته‌باشیم،‌می‌توانیم‌با‌دوبار‌استفاده‌کردن‌از‌تعمیم‌قضیۀ‌تالس،‌به‌نتیجۀ‌جالبی‌برسیم:

2
AD AEABC :DE || BC AD AFAB AC (AD) AF AB

AB ADAF AEADC : FE || DC
AD AC

∆

∆


 ⇒



=
= =

⇒ =


⇒
×


⇒

به‌عبارت‌دیگر‌در‌شکل‌مقابل،‌به‌سراغ‌ضلعی‌از‌مثلث‌‌ABCکه‌به‌سه‌قسمت‌تقسیم‌شده‌می‌رویم‌و‌رابطۀ‌زیر‌را‌در‌

آن‌به‌کار‌می‌بریم:
2( ) ( ) ( )= ×¦a¼¨ y±Î± ©¼ n¶ qw MT y Î y±Îô

کنکور توی دهه 80 و 90، به این مدل از سوالا توجه خاصی داشت پس تو هم جدی بگیرش!  
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‌خواهد‌بود.‌حال‌اگر‌در‌دو‌ AB || EF || DC ‌اگر‌دو‌مثلث‌‌ABCو‌DBC،‌مطابق‌شکل‌زیر‌با‌هم‌ادغام‌شوند،‌شکل‌سومی‌پدید‌می‌آید‌که‌در‌آن

مثلث‌‌ABCو‌DBC،‌تعمیم‌قضیه‌تالس‌را‌به‌کار‌بگیریم،‌می‌توانیم‌به‌روابط‌جالبی‌دست‌پیدا‌کنیم،‌ببینید:

‌1اگر‌اندازۀ‌‌EFمدنظر‌باشد‌می‌توان‌نشان‌داد‌که:‌ 1 1
EF AB DC

= +

‌اگر‌اندازۀ‌‌BFیا‌‌CFمدنظر‌باشد‌می‌توان‌نشان‌داد‌که‌اندازۀ‌‌BFبا‌اندازۀ‌‌ABو‌اندازۀ‌‌CFنیز‌با‌اندازۀ‌‌DCمتناسب‌است.‌به‌عبارت‌دیگر:

=

⇒


= =

 =


⇒


B

C

K K

K K

F BF (AB)
AB
CF CF (DC)
D

قضیه تالس در حالت کلیقضیه تالس در حالت کلی
اگر‌چند‌خط‌با‌هم‌موازی‌باشند‌و‌دو‌خط‌مورب‌آنها‌را‌قطع‌کند‌در‌این‌صورت‌به‌کمک‌قضیه‌تالس‌می‌توان‌ثابت‌
کرد‌که‌خطوط‌موازی‌روی‌خط‌های‌مورب،‌قطعه های متناسب‌ایجاد‌می‌کنند‌)و‌برعکس(.‌به‌عبارت‌دیگر،‌در‌شکل‌زیر‌

‌و...‌با‌هم‌موازی‌باشند،‌داریم: d d d, ,3 2 اگر‌خطوط1

قضیه تالس و ذوزنقهقضیه تالس و ذوزنقه
‌قضیۀ تالس در ذوزنقه:‌اگر‌در‌یک‌ذوزنقه،‌خطی‌موازی‌قاعده‌های‌آن‌رسم‌کنیم‌به‌طوری‌که‌این‌خط،‌ساق‌های‌ذوزنقه‌را‌در‌نقاط‌‌Eو‌‌Fقطع‌

کند،‌در‌این‌صورت‌این‌خط‌روی‌ساق‌های‌ذوزنقه‌پاره‌خط‌های‌متناسب‌ایجاد‌می‌کند.

AE BF ( )
ED FCEF || AB || DC
AE BF ( )
AD BC

Eq] ¾M Eq]

®¨ ¾M Eq]

 =

 =


⇒



‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 عکس قضیه تالس در ذوزنقه:‌اگر‌در‌یک‌ذوزنقه،‌خطی‌رسم‌کنیم‌به‌طوری‌که‌این‌خط‌ساق‌های‌ذوزنقه‌را‌در‌نقاط‌‌Eو‌‌Fقطع‌کرده‌و‌روی‌آنها‌

پاره‌خط‌های‌متناسب‌ایجاد‌کند،‌در‌این‌صورت‌این‌خط‌با‌قاعده‌های‌ذوزنقه‌موازی‌است.

AE BF EF || AB || DC
ED FC

⇒=

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

اما‌در‌سؤال‌های‌مرتبط‌با‌این‌بخش،‌کشیدن‌یکی‌از‌قطرهای‌ذوزنقه‌می‌تواند‌کلید‌حل‌مسئله‌باشد.‌به‌عنوان‌مثال‌در‌شکل‌زیر‌با‌رسم‌قطر‌‌ACو‌
استفاده‌از‌قضیۀ‌تالس‌در‌دو‌مثلث‌‌ADCو‌CBA،‌می‌توان‌با‌توجه‌به‌اطلاعات‌مسئله،‌نسبت‌های‌مورد‌نظر‌را‌تشکیل‌داد‌و‌مجهول‌خواسته‌شده‌

AEرا‌به‌دست‌آورد.‌ AL ( )
ED LCADC : EL || DC
AE AL EL ( )
AD AC DC
CF CL ( )
FB LACBA : FL || BA
CF CL FL ( )
CB CA BA

Eq] ¾M Eq]

®¨ ¾M Eq]

Eq] ¾M Eq]

®¨ ¾M Eq]

∆

∆

  =  
  = =  


 = 

 = =


⇒

⇒



a b cd || d || d ||
a b c

⇔ = = =
′ ′ ′1 2 3  
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‌اگر‌در‌سؤالی،‌اندازۀ‌پاره‌خط‌‌EFمدنظر‌باشد،‌می‌توان‌با‌استفاده‌از‌رابطۀ‌زیر‌مستقیماً‌طول‌‌EFرا‌محاسبه‌

‌باشد،‌داریم:
n

AE BF
E

m
D FC
= = کرد.‌به‌طوری‌که‌اگر‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
m

F
n

mbE na+
=

+
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

میان خط در ذوزنقهمیان خط در ذوزنقه
به‌پاره‌خطی‌که‌وسط‌های‌دو‌ساق‌ذوزنقه‌را‌به‌هم‌وصل‌می‌کند‌میان‌خط‌ذوزنقه‌می‌گوییم‌و‌در‌این‌حالت،‌داریم:

AB || EF || DC ‌  میان‌خط‌ذوزنقه‌با‌دو‌قاعده‌ذوزنقه‌موازی‌است.‌‌

a bEF +
=

2
‌  اندازۀ‌میان‌خط‌ذوزنقه‌با‌نصف‌مجموع‌دو‌قاعدۀ‌ذوزنقه‌برابر‌است.‌‌

h h=1 2 ‌  فاصلۀ‌میان‌خط‌ذوزنقه‌از‌دو‌قاعده‌ذوزنقه‌برابر‌است.‌‌

 اگر‌قطرهای‌ذوزنقه‌را‌رسم‌کنیم،‌طول‌پاره‌خط‌های‌ایجاد‌شده‌روی‌‌EFبرابر‌است‌با:

aEP FQ

bEQ FP

b aPQ

 = =

 = =


− =

2

2

2

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

DC و نقاط E و F وسط ساق های ذوزنقه باشد، اندازۀ پاره خط های  = 12 AB و = 4 مثال: در شکل مقابل، ABCD ذوزنقه است. اگر
ایجاد شده روی EF را به دست آورید. 

‌ AB || EF || DC چون‌نقاط‌‌Eو‌‌Fوسط‌ساق‌های‌ذوزنقه‌هستند‌بنابراین‌پاره‌خط‌EF،‌میان‌خط‌ذوزنقه‌است،‌پس‌
‌ ABEP FQ

DCEQ FP

DC ABPQ

 = = = =

 = = = =


− − = = = =

4 2
2 2

12 6
2 2

12 4 8 4
2 2 2

و‌اگر‌اندازۀ‌‌EFرا‌هم‌بخواهیم:
‌ DC ABEF + +

= = = =
12 4 16 8

2 2 2

‌اگر‌از‌محل‌برخورد‌قطرهای‌ذوزنقه‌)نقطۀ‌O(‌خطی‌را‌موازی‌با‌قاعدۀ‌ذوزنقه‌رسم‌کنیم‌به‌طوری‌که‌ساق‌های‌

ذوزنقه‌را‌در‌نقاط‌‌Eو‌‌Fقطع‌کند،‌داریم:

OE OF= ‌اندازۀ‌‌OEبا‌اندازۀ‌‌OFبرابر‌است.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌abOEاندازۀ‌‌OF‌،OEو‌‌EFبرابر‌است‌با: OF
a b

2abEF
a b


= = +

 =
 +

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل هشتم : هندسه فصل هشتم : هندسه )بخش )بخش 11: هندسه یازدهم(: هندسه یازدهم(
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

182

تشابه‌مثلث‌هاتشابه‌مثلث‌ها

A را متشابه گوییم اگر و فقط اگر زاویه های متناظر در هر دو مثلث با هم برابر بوده و نسبت اضلاع متناظر نیز در هر دو  B C′ ′ ′


A و  BC


 دو مثلث 

A نشان می دهیم.  BC A B C′ ′ ′
 

 A با هم متشابهند و آن را به صورت  B C′ ′ ′


A و  BC


مثلث یکسان باشد، در این صورت می گوییم که دو مثلث 

ˆزاویه های متناظر در هر مثلث با هم برابر باشند. ˆ ˆ ˆˆA A , B B , C C′ ′= = =

ABنسبت اضلاع متناظر در هر دو مثلث، یکسان باشد. AC BC
A B A

k
'C B C

= = =
′ ′ ′ ′ ′

 نسبت تشابه: 

با نسبت   A B C′ ′ ′


A و  BC


اندازه های اضلاع متناظر، نسبت تشابه می گوییم. به عبارت دیگر، اگر دو مثلث   در دو مثلث متشابه، به نسبت 

 A BC


A نیز با مثلث  B C′ ′ ′


AB متشابه باشند، در این صورت عدد k را نسبت تشابه می نامیم. بدیهی است که مثلث  AC BC
A B A C B C

k= = =
′ ′ ′ ′ ′ ′

 متشابه است. 
k
1 با نسبت 

قضیه‌اساسی‌تشابه‌مثلث‌ها‌قضیه‌اساسی‌تشابه‌مثلث‌ها‌
اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث، دو ضلع دیگر )یا امتداد آن ها( را قطع کند، در این صورت مثلثی که به وجود می آید با مثلث اولیه متشابه 

خواهد بود. 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA A , B D , C E
DE BC A BC A D E AD AE DE

AB AC BC

¾ \ÃTº

 = = =



= =
→



⇒
 

 

حالت‌های‌تشابه‌دو‌مثلث‌حالت‌های‌تشابه‌دو‌مثلث‌
با استفاده از قضیه اساسی تشابه مثلث ها می توان سه قضیه بعد را نتیجه گرفت که این قضایا حالت های تشابه دو مثلث را بیان می کنند: 

هرگاه دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از 
مثلث دیگر برابر باشند، آن دو مثلث به 

حالت دو زاویه برابر )ز ز(، متشابه اند.

ˆ ˆB B
A BC A B C

ˆ ˆC C

 ′= ′ ′ ′
′=
⇒

 



با  مثلثی  از  ضلع  دو  اندازه های  هرگاه 
اندازه های دو ضلع از مثلث دیگر متناسب 
بوده و زاویه بین آن ها با هم برابر باشد، 
آن دو مثلث به حالت دو ضلع متناسب و 

زاویه بین برابر )ض ز ض(، متشابه اند.

AB AC
A B A C A BC A B C
ˆ ˆA A

 = ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇒
 ′=

 


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هرگاه اندازه سه ضلع از مثلثی با اندازه های 
سه ضلع از مثلث دیگر متناسب باشند، 
آن دو مثلث به حالت سه ضلع متناسب 

)ض ض ض(، متشابه اند.

AB AC BC A BC A B C
A B A C B C

′ ′ ′= = ⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

 



 اگر دو مثلث به حالت دو زاویه برابر با هم متشابه باشند، برای نوشتن نسبت اضلاع متناظر، به روش زیر عمل می کنیم: 

 ابتدا سعی می کنیم که دو مثلثی را که با هم متشابه  هستند را به صورت جدا از هم تصور کنیم. 

 سپس در دو مثلث متشابه، زاویه های برابر را پیدا کرده و آن ها را به ترتیب و متناظر با هم، در زیر یکدیگر می نویسیم. 

 در نهایت، اضلاع روبه رو به زاویه های برابر را شناسایی کرده و در تناسب قرار می دهیم. 

 توجه داشته باشید که در نوشتن تناسب، در صورت هر سه کسر، اضلاع مربوط به یک مثلث و در مخرج کسر نیز اضلاع مربوط به مثلث دیگر را می نویسیم. 

‌شکل‌های‌مهم‌در‌تشابه‌دو‌مثلث‌‌شکل‌های‌مهم‌در‌تشابه‌دو‌مثلث‌
توی جدول پایین، چند تا شکل مهم از تشابه دو تا مثلث به حالت دو زاویه برابر ) همون ز ز( رو براتون آماده کردیم.  	

ˆ ˆO O
ˆ ˆB D O A B OC D
ˆ ˆA C

 =
 = ⇒
 =

1 2
 



ˆ ˆD E
O D B O E C

ˆ ˆO O

 = ⇒
= 1 2

 



ˆ ˆA D
A BC D E C

ˆ ˆC C

 = ⇒
=

 



ˆ ˆB E
A BC D E C

ˆ ˆC C

 + = ° ⇒
=

1 180  



ˆ ˆC A
A BC N BA

ˆ ˆB B

 = ⇒
=

1  



ˆ ˆA D
ˆ ˆB E A BC D E F
ˆ ˆC F

 =
 = ⇒
 =

 



ˆ ˆO O
O A B OC D

ˆ ˆA C

 = ⇒ =
= =

1 2

90

 


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 اگر اندازه ضلع های دو مثلث در اختیار داشته باشیم، این دو مثلث به شرطی با هم متشابه هستند که تناسب زیر بین اضلاع آن ها برقرار باشد: 

¦a¼¨ Í±ò ôw¼T¶ Í±ò ©nqM Í±ò

¦a¼¨ Í±ò ôw¼T¶ Í±ò ©nqM Í±ò

= =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

  

  

ABC ABC ABC

A B C A B C A B C

نسبت‌اجزای‌فرعی،‌محیط‌ها‌و‌مساحت‌های‌دو‌مثلث‌متشابه‌نسبت‌اجزای‌فرعی،‌محیط‌ها‌و‌مساحت‌های‌دو‌مثلث‌متشابه‌
هرگاه دو مثلث با هم متشابه باشند، آن گاه نسبت اندازه های هر دو جزء متناظر )ارتفاع ها، میانه ها، نیمسازها و محیط ها( با نسبت تشابه برابر است 

و نسبت مساحت های آن ها نیز با توان دوم )مربع( نسبت تشابه برابر است، به عبارت دیگر، اگر 

A با هم متشابه باشند و نسبت تشابه آن ها برابر k باشد، داریم:  B C′ ′ ′


A و  BC


مثلث های 

A BC A B C′ ′ ′
 



نسبت اضلاعنسبت ارتفاع هانسبت نیمسازهانسبت میانه هانسبت محیط هانسبت مساحت ها

A BC

A B C

S

S
k

′ ′ ′

= 2




AB AC BC
A B A C B

k
C

+ +
=

′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
AM
A M

k=
′ ′

AD
A D

k=
′ ′

AH
A H

k=
′ ′

AB AC BC
A B A

k
C B C

= = =
′ ′ ′ ′ ′

روابط‌طولی‌در‌مثلث‌قائم‌الزاویه‌روابط‌طولی‌در‌مثلث‌قائم‌الزاویه‌
در هر مثلث قائم الزاویه، اگر ارتفاع وارد بر وتر را رسم کنیم، دو مثلث قائم الزاویه به وجود می آید که این دو مثلث با هم و با مثلث اصلی متشابه اند.

شکلنسبت اضلاعنتیجه

AB BH BC= ×2AHA BC A H B
A

AB BH
BC ABC

==⇒
 



AC CH CB= ×2AHA BC A H C
A

AC CH
BC ACB

==⇒
 



AH CH BH= ×2ACA H B A H C
A

CH AH
AB H BH

⇒ ==
 



 را به دو روش محاسبه کرده و آن ها را با هم برابر قرار دهیم، یکی دیگر از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه 


ABC  اگر مساحت مثلث قائم الزاویه 

به صورت زیر به دست می آید: 


= × ×
 ⇒ × = ×
 = × ×






ABC

ABC

1S BC AH
2

BC AH AB AC1S AB AC
2
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 وقتی شکل های هندسی متفاوت حول یک محور دوران داده شود، جسم های مختلف هندسی ساخته می شود. نمونه هایی از این دوران ها را در 
زیر بررسی می کنیم: 

دوران نقطه حول یک محور دوران نقطه حول یک محور 
شکلی که در اثر دوران نقطه A حول یک محور پدید می آید، محیط دایره است. 

=r محیط دایره                شعاع این دایره با فاصله عمودی نقطه A تا محور دوران برابر است.  π2

مساحت دایره r= π 2

دوران پاره خط حول یک محور دوران پاره خط حول یک محور 
با دوران پاره خط AB حول یک محور، سطح های متفاوتی ایجاد می شود. این سطح بستگی به وضعیت پاره خط و محور دوران دارد. 

حجم و مساحت اشکال هندسی مهم: 

V r= π 32
3

حجم

S r
ÂLºI]

= π مساحت جانبی22

S r
®¨

= π مساحت کل23

V r= π 34
3

حجم

S r
ÂLºI]

= π مساحت جانبی24

S r
®¨

= π مساحت کل24

V r h= π حجم2

S rh
ÂLºI]

= π2مساحت جانبی

S rh r
®¨

= π + π 22 مساحت کل2

V r h= π 21
3

حجم

S rL
ÂLºI]

= πمساحت جانبی

S rL r
®¨

= π + π مساحت کل2
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V a= حجم3

S a
ÂLºI]

= مساحت جانبی24

S a
®¨

= مساحت کل26

V abc=حجم

S (ac bc)
ÂLºI]

= مساحت جانبی2+

S (ab ac bc)
®¨

= + مساحت کل2+

a است.  2 a و قطر هر وجه آن برابر با  3  قطر مکعبی به طول ضلع a برابر با 

دوران شکل های هندسی دوران شکل های هندسی 

11 دوران مستطیل حول یکی از اضلاعش: استوانه ای پدید می آید. ارتفاع استوانه برابر ضلع محور دوران و شعاع قاعدۀ آن برابر ضلع دیگر مستطیل است. 

22 دوران مستطیل حول خطی موازی با اضلاعش: استوانه ای ایجاد می شود که وسطش خالی است. 

33 دوران ربع دایره حول شعاعش:  نیم کره ای به شعاع r پدید می آید. 

44 دوران نیم دایره حول قطرش: کره ای به شعاع r پدید می آید. 

55 دوران نیم دایره حول شعاعش:  نیم کره ای به شعاع r پدید می آید. 
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66 دوران مثلث قائم الزاویه حول اضلاع قائمه: یک مخروط به شعاع و ارتفاع اضلاع های قائمه پدید می آید. 

77 دوران مثلث قائم الزاویه حول وتر: دو مخروط به شعاع ارتفاع وارد بر وتر پدید می آید که از قاعده به هم چسبیده هستند. 

abh
c

h m h n h c

 =


π π π = + =
ó»oh¶ »j ´\e

2 2 2

3 3 3

 

88 دوران مثلث متساوی الساقین حول قاعده: حاصل این دوران، دو مخروط از قاعده به هم چسبیده است که حجم یکسانی دارند. 

99 دوران مثلث متساوی الساقین حول ارتفاع وارد بر قاعده: حاصل این دوران یک مخروط است که شعاعش نصف قاعده مثلث است. 

1010 دوران مثلث دلخواه حول ارتفاع:  با توجه به شکل، اگر این مثلث را حول محور ارتفاع h دوران دهیم، شکل حاصل مخروطی به شعاع m و ارتفاع 
h است. در واقع مخروط حاصل از مثلث کوچک تر در درون مخروط حاصل از مثلث بزرگ تر قرار می گیرد. 

بنابراین در دوران مثلث حول ارتفاع آن فقط قسمت بزرگ تر مثلث مهم است. 

1111 دوران لوزی حول قطر بزرگ یا کوچک: حاصل این دوران دو مخروط یکسان است که از قاعده به هم چسبیده اند. 

V r h= π 22
3

V r h= π 22
3

1212 دوران ذوزنقه قائم الزاویه حول ساق قائم:  شکل حاصل یک مخروط ناقص است.

hV (a ab b )π
= + +2 2

3
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1313 دوران ذوزنقه حول ارتفاع: 
h hV (a ab b ) (S S S S )

S a , S b

π
= + + = + +

= π = π

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

3 3

برشبرش
اگر جسمی سه بعدی را با صفحه ای برش بزنیم، شکلی که از برخورد صفحه با جسم هندسی حاصل می شود، سطح مقطع آن نامیده می شود. 

برش می تواند به صورت افقی، قائم و مایل انجام گیرد. 

11 سطح مقطع کره: سطح مقطع حاصل از برخورد یک صفحه با کره )به صورت افقی، قائم و مایل(، همواره یک دایره است. هر چه این صفحه به مرکز 
کره نزدیک تر باشد، سطح مقطع بزرگ تر است. اگر صفحه از مرکز کره بگذرد، سطح مقطع حاصل بیشترین مساحت را خواهد داشت.

22 سطح مقطع مکعب مستطیل با قاعدۀ مربع: 

مایلمایلافقیعمودینوع برش

مثلثمستطیلمربعمستطیلسطح مقطع

33 سطح مقطع استوانه: سطح مقطع حاصل از برخورد استوانه قائم با یک صفحه ممکن است دایره، بیضی یا مستطیل باشد. 

برش مایلبرش عمودیبرش افقی

سطح مقطع: بیضیسطح مقطع: مستطیلسطح مقطع: دایره

در برش عمودی استوانه، اگر صفحه شامل محور استوانه باشد، در این صورت، حجم استوانه نصف می شود و مستطیلی با 
بیشترین مساحت پدید می آید. 
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آشنایی با مقاطع مخروطی آشنایی با مقاطع مخروطی 
دو خط d و l در نقطه ای مثل A متقاطع اند. اگر خط d را حول خط l دوران کامل دهیم، شکل حاصل یک سطح مخروطی نامیده می شود. در این 

حالت، خط l محور، نقطۀ A، رأس و خط d، مولد این سطح مخروطی است. 

وقتی یک سطح مخروطی توسط یک صفحه برش داده می شود، معمولاً سطح مقطع، یک منحنی است. از آن جا که این منحنی ها، حاصل تقاطع یک 
صفحه با یک سطح مخروطی هستند، مقاطع مخروطی نامیده می شوند. در ادامه با انواع مقاطع مخروطی آشنا خواهیم شد. 

الف( اگر صفحۀ P بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، شکل حاصل، دایره است. 

ب( اگر صفحۀ P بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و در هیچ حالتی با مولد سطح مخروطی موازی نشود و از رأس نگذرد، شکل حاصل، بیضی 
خواهد بود. 

پ( اگر صفحۀ P در یکی از موقعیت ها با مولد سطح مخروطی موازی باشد و از رأس آن عبور نکند، شکل حاصل، یک سهمی است. 
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ت( اگر صفحۀ P، سطح مخروطی را، هم در قسمت بالایی و هم در قسمت پایینی قطع کند و از رأس آن عبور نکند، شکل حاصل را هذلولی می نامیم. 

بدین ترتیب مقاطع مخروطی عبارت اند از : دایره، بیضی، سهمی و هذلولی.

 اگر صفحۀ P سطح مخروطی را قطع کند و از رأس آن بگذرد ممکن است یک نقطه، یک خط یا دو خط متقاطع ایجاد شود. 

 اگر صفحه ای موازی یکی از مولدهای یک سطح مخروطی، آن را قطع کند، شکل 

حاصل، یک سهمی یا خط مولد است. 

 اگر صفحه ای که شامل محور یک سطح مخروطی است، آن را قطع کند، شکل 

حاصل، دو خط متقاطع است. 

بیضی بیضی و پارامترهای آنو پارامترهای آن
′F که آن ها را کانون های بیضی  بیضی، مجموعۀ نقاطی از صفحه است که مجموع فاصله های آن ها از دو نقطۀ ثابت )F و

a2 است که این مقدار ثابت با طول قطر بزرگ بیضی برابر است.  می نامند(، برابر مقدار ثابت

 وضعیت بیضی و نقطه نسبت به هم: 

M درون بیضیM روی بیضیM بیرون بیضی

MF MF a′+ > 2MF MF a′+ = 2MF MF a′+ < 2

MF MF a′+ = 2
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 اجزاء و روابط بیضی: 

اجزاء اصلی بیضی مطابق شکل به صورت زیر هستند: 
O مرکز بیضی است.   11

A :مختصات مرکز بیضی A F F B BO( , )
′ ′ ′+ + +

α β = = =
2 2 2

  
′FF فاصلۀ کانونی است.  ′F کانون های بیضی و  F و   22

OF OF c′= = فاصله کانونی⇒ FF c′= = 2  
′AA قطر بزرگ بیضی است.  ′A رأس های کانونی و  A 33 و 

OA OA a′= = ⇒ AA قطر بزرگ بیضی  a′= = 2  
′BB قطر کوچک بیضی است.  ′B رأس های غیرکانونی و  B 44 و 

OB OB b′= = ⇒ قطر کوچک بیضی  BB b′= = 2  

>a c  در بیضی، همواره قطر بزرگ از فاصله کانونی بزرگ تر است و در نتیجه: 

 رابطۀ بین b ،a و c در بیضی: 

فاصلۀ رأس غیرکانونی )B( از هر یک از کانون های بیضی برابر a است. 
BF BFBF BF a BF a′= →+ ′ = =2

a b c= +2 2 2 O خواهیم داشت:  BF


با توجه به رابطۀ فیثاغورس در مثلث 

 بیشترین و کمترین فاصلۀ نقاط بیضی از دو کانون برابر است با: 

=′ بیشترین فاصله از کانون = +AF a c  

′ کمترین فاصله از کانون ′= = −A F a c  

مختصات نقاط بیضیمختصات نقاط بیضی

کانون ها و رأس های کانونی و مرکز بیضی افقی
عرضشان برابر است.

O( , )
F( c, ),F ( c, )
A( a, ),A ( a, )
B( , b),B ( , b)

α β
′α + β α − β
′α + β α − β
′α β+ α β−

در بیضی افقی، محور کانون بیضی، موازی محور x و محور ناکانونی، موازی محور y است. 

کانون ها و رأس های کانونی و مرکز بیضی قائم
طولشان برابر است.

O( , )
F( , c) ,F ( , c)
A( , a),A ( , a)
B( b, ),B ( b, )

α β
′α β+ α β−
′α β+ α β−
′α + β α − β

در بیضی قائم، محور کانونی موازی محور y و محور ناکانونی، موازی محور x است. 

 کشیدن شکل بیضی کمک زیادی به حل تست های این بخش می کند و به کمک شکل، فرمول های بالا را راحت تر می توان به یاد سپرد. 

  اگر رأس های کانونی، کانون ها و مرکز بیضی، دارای عرض یکسانی باشند، بیضی افقی و اگر دارای طول های یکسانی باشند، بیضی قائم است. 

خروج از مرکز بیضی خروج از مرکز بیضی 

ce به صفر نزدیک تر شود، شکل بیضی به 
a

= >e است. هرچه  <0 1 a است، همواره  c> ce را خروج از مرکز بیضی می گویند، چون 
a

= عدد 

ce به یک نزدیک تر شود، شکل بیضی کشیده تر و به پاره خط شبیه تر می شود. 
a

= دایره نزدیک تر خواهد شد و هر چه 
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:خروج از مرکز بیضی ce , e
a

= < <0 1

bec a b b ae
a a a b e

a

·H¼U


 = −− = = = −→ 


= −

2
2 2 2 2 22

2

2
2 2 2

1
1

1

 

 α = =
csin e
a

= =
− 2

a 1tanx
b 1 e

= = − 2btany 1 e
a

 است. کوچکترین وتری که از مرکز 
22b
a

 وتری که از کانون بیضی می گذرد و بر محور کانونی عمود است، وتر کانونی بیضی نام دارد و اندازۀ آن 

2b است.  بیضی می گذرد همان 

= =
2bMF FN
a

وتر کانونی = =
22bMN
a

 مساحت بزرگ ترین مثلثی که دو رأس آن کانون ها و رأس سوم آن نقطه دلخواهی روی بیضی باشد، زمانی است که رأس سوم، روی رأس 

غیرکانونی باشد. 

×
= =max
b 2cS bc
2

دایره مماس بر بیضی دایره مماس بر بیضی 

r دایره     b=دایره r a=

′ یک لوزی به طول  ′AB A B است و همچنین چهارضلعی  2c 2b و  ′ یک لوزی به طول ضلع a و قطرهای  ′BFB F  با توجه به شکل، چهارضلعی 

2a است. 2b و  2+ و قطرهای  2a b ضلع 

تعریف دایره و معادلۀ آنتعریف دایره و معادلۀ آن
 مجموعه نقاطی از صفحه که فاصلۀ آن ها از نقطه ثابت O به اندازه R باشد را یک دایره می نامند و به صورت 

C(O,R) نمایش می دهند. 
O مرکز دایره و R شعاع آن است. 
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 معادلۀ استاندارد دایره: 

x) است.  ) (y ) R−α + −β =2 2 2 ) و شعاع R به صورت  , )α β معادلۀ استاندارد دایره ای به مرکز 

S مساحت دایره R= π 2

P محیط دایره R= π2

x می باشد.  y R+ =2 2 2 در حالت خاص، اگر مرکز دایره، مبدأ مختصات باشد، معادله دایره به صورت 

 به دست می آید.
+ +A B A Bx x y yM( , )
2 2

B مختصات دو سر یک پاره خط باشند، آن گاه مختصات وسط پاره خط از رابطۀ  BB(x ,y ) A و  AA(x ,y )  اگر 

x در می آید که معادلۀ  y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده دایره: اگر در معادلۀ استاندارد دایره، اتحادها را باز کنیم، معادلۀ دایره به صورت 0

x) :معادلۀ استاندارد دایره ) (y )− + − =2 21 2 4 گسترده دایره نام دارد.   

x :معادلۀ گسترده دایره x y y− + + − + =2 22 1 4 4 4   

2y برابر یک باشد.  2x و   در معادلۀ گسترده دایره باید ضریب 

معادلۀ گسترده دایره را با استفاده از اتحاد مربع کامل می توان به معادلۀ استاندارد تبدیل کرد. 
x :معادلۀ گسترده دایره y x y+ − + =2 2 4 6 12  

x x y y (x ) (y )− + + + + =⇒ + + − + + =⇒2 2 2 24 4 6 9 12 4 9 2 3 25 معادلۀ استاندارد دایره   

معادلۀ استاندارد دایرهمعادلۀ گسترده دایره

x y ax by c+ + + + =2 2 0(x ) (y ) R−α + −β =2 2 2

a مرکز b( , )− −
=

2 2
مرکز ( , )= α β

a شعاع b c= + −2 21 4
2

=R شعاع

شرط دایره بودنشرط دایره بودن

x داریم:  y ax by c+ + + + =2 2 در معادلۀ گسترده 0

aمعادلۀ یک دایره است. b c+ >2 2 4

aمعادلۀ یک نقطه است. b c+ =2 2 4

aمعادلۀ تهی است. b c+ <2 2 4

c≥ باشد، معادله حتماً مربوط به یک دایره است.  0  در معادلۀ گسترده، اگر 

 برای یافتن نقاط برخورد دایره با محور xها، در معادلۀ دایره به جای y، صفر قرار می دهیم و برای یافتن نقاط برخورد دایره با محور yها، در معادلۀ 

دایره به جای x، صفر قرار می دهیم. 

 محورهای تقارن دایره، همان قطرهای دایره هستند. بنابراین، نقطۀ برخورد آن ها مرکز دایره است. 

خطوط عمود بر دایره همان قطرهای دایره هستند که از مرکز دایره می گذرند. 
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معادلۀ دایره در حالت های مختلف معادلۀ دایره در حالت های مختلف 
11 معادلۀ دایره با داشتن سه نقطه از آن: 

x در نظر گرفته و  y ax by c+ + + + =2 2 0 برای به دست آوردن معادلۀ دایره ای که از سه نقطۀ B، A و C می گذرد، معادلۀ دایره را به صورت 
سپس با قرار دادن مختصات نقاط B، A و C در معادلۀ دایره و حل معادلات به دست آمده، ضرایب b، a و c را به دست می آوریم. 

 : 22 معادلۀ دایره با داشتن دو نقطه از دایره و رابطه ای بین مختصات مرکز دایره 
با توجه به اینکه فاصلۀ مرکز دایره از نقاط روی دایره برابر شعاع دایره است، فاصلۀ مرکز دایره از این دو نقطه را به دست آورده و مساوی هم قرار 

می دهیم. 

33 معادلۀ دایره با داشتن مرکز دایره و خط مماس بر دایره: 
O(x مماس باشد، آن گاه فاصلۀ مرکز دایره تا خط، با شعاع  , y )0 0 ax بر دایرۀ به مرکز  by c+ + = اگر خط 0

دایره برابر است. 
ax by c

r
a b

+ +
=

+

0 0
2 2

d شیب خط d
OH

m
m
−

=
1  

 عمودمنصف هر وتر از دایره، از مرکز دایره عبور می کند. 

44 معادلۀ دایره مماس بر محورهای مختصات: 

الف( مماس بر محور xها: 
(x ) (y R) R−α + − =2 2 2

ب( مماس بر محور yها: 
(x R) (y ) R− + −β =2 2 2

پ( مماس بر هر دو محورهای مختصات: 
(x R) (y R) R− + − =2 2 2

(x R) (y R) R− + + =2 2 2

(x R) (y R) R+ + − =2 2 2

(x R) (y R) R+ + + =2 2 2

55 معادلۀ دایره مماس بر نیمسازها: 
اگر دایره ای بر نیمسازهای ربع اول و دوم مماس باشد، باید مرکز دایره روی محور yها باشد. 

OP R O( ,R )⇒= 2 0 2

)مرکز دایرۀ مماس بر نیمساز اول و دوم ,R )0 2

)مرکز دایرۀ مماس بر نیمساز دوم و سوم R , )− 2 0

)مرکز دایرۀ مماس بر نیمساز سوم و چهار , R )−0 2

R)مرکز دایرۀ مماس بر نیمساز چهارم و اول , )2 0
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66 معادلۀ دایره مماس بر دو خط موازی: 
c قرار دارد.  cax by

′+
+ =

2
فاصلۀ دو خط موازی مماس بر دایره، برابر قطر دایره است و مرکز دایره روی خط 

c c
R

a b

′−
=

+2 2
2

وضعیت نقطه و دایره نسبت به هم وضعیت نقطه و دایره نسبت به هم 
: معادله گسترده دایره f (x, y) x y ax by c= + + + + =2 2 0

نقطه بیرون دایرهنقطه روی دایرهنقطه درون دایره

OA r<OA r=OA r>

A Af (x , y ) < 0A Af (x , y ) = 0A Af (x , y ) > 0

 وضعیت خط نسبت به دایره  وضعیت خط نسبت به دایره 

خط، مماس بر دایره است.خط و دایره متقاطعندخط، دایره را قطع نمی کند.

∆ می توان وضعیت خط نسبت به دایره را   اگر معادلۀ خط را در معادلۀ دایره قرار دهیم، یک معادلۀ درجه دومی حاصل می شود که با محاسبۀ 

تعیین کرد. 

 ∆ > خط، دایره را در دو نقطه قطع می کند. ریشه های معادله تلاقی همان طول نقاط تلاقی است.0

∆ = خط بر دایره مماس است و ریشۀ مضاعف معادله، طول نقطۀ تماس آن ها است.0

∆ < خط، دایره را قطع نمی کند.0

معادلۀ وتر مشترک دو دایرهمعادلۀ وتر مشترک دو دایره
y2 برابر یک باشد، با تفاضل معادلات دو دایره، معادلۀ  x2 و  اگر دو دایره متقاطع باشند و در معادلۀ گسترده آن ها، ضرایب

وتر مشترک )پاره خط AB( به دست می آید. 

از برخورد دایره با وتر مشترک، دو نقطه برخورد A و B به دست می آید که فاصله این دو نقطه همان طول وتر مشترک است. 

طول قطعه مماس بر دایره از نقطۀ واقع در بیرون دایرهطول قطعه مماس بر دایره از نقطۀ واقع در بیرون دایره

= A AAT f(x ,y ) 0= فرم گسترده دایره باشد، طول قطعه مماس بر دایره از نقطه A بیرون دایره برابر است با:   0f(x ,y ) 0   اگر 

AH r OH= −2 2

: طول وتر مشترک AB AH r OH= = −22 2

AT طول قطعه مماس (AO) r= −2 2
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وضعیت دو دایره نسبت به هم وضعیت دو دایره نسبت به هم 
r مقایسه می کنیم. r′− r و  r′+ برای بررسی این موضوع، فاصله دو مرکز دایره را با 

پاره خطی که مرکزهای دو دایره را بهم وصل می کند خط المرکزین نامیده می شود و با d نمایش داده می شود. 

dدو دایره بیرون هم )متخارج( r r′> +

dدو دایره مماس بیرون r r′= +

rدو دایرۀ متقاطع r d r r′ ′− < < +

dدو دایرۀ مماس درون r r′= −

dدو دایرۀ متداخل r r′< −

dدو دایرۀ هم مرکز = 0

  با توجه به شکل، بزرگ ترین و کوچک ترین دایرۀ مماس بر دو دایرۀ متخارج به صورت زیر است: 

= + + ⇒ = − −1 2 3 2 1 3d r 2r r 2r d r r

وضعیت دایره و بیضی وضعیت دایره و بیضی 

بیضی درون دایره و مماس بر آندایره و بیضی متقاطع انددایره درون بیضی و مماس بر آن

= + +2 1 32r r d r
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دستگاه مختصات دستگاه مختصات 
دستگاه مختصات: دو خط عمود بر هم که در مبدأ مختصات متقاطع اند. این دو خط صفحه را به چهار بخش تقسیم می کنند. محور افقی، x  و محور 

عمودی، y نام دارد. به دستگاه مختصات، دستگاه دکارتی هم گفته می شود. 
 به هر یک از این چهاربخش، ربع گفته می شود. 

,x) نمایش می دهند. y)  مختصات نقطه ای مانند A را به صورت 
 علامت x و y در هر یک از ربع  ها به صورت زیر است: 

(x,0) خواهد بود.   اگر نقطۀ A روی محور xها باشد، مختصات آن به صورت 

(y,0) خواهد بود.   اگر نقطۀ A روی محور yها باشد، مختصات آن به صورت 

 نقاطی که روی محورها قرار دارند، جزو هیچ کدام از نواحی دستگاه مختصات محسوب نمی شوند. 

خط و معادلۀ خطخط و معادلۀ خط
در سال نهم، مطالبی در مورد خط خواندیم! در این قسمت علاوه بر مرور مطالب متوسطه اول می خواهیم اطلاعاتمان در مورد خط را تکمیل کنیم. 

قبل از هر چیزی باید با »شیب« آشنا بشیم. 
شیب خط، تانژانت زاویه ای است که خط با جهت مثبت محور xها تشکیل می دهد و معمولاً آن را با m نشان می دهند. 

 خط صعودی: 

 خط نزولی: 

 طبق مطالب فوق، شیب خطوط افقی برابر »صفر« و شیب خطوط عمودی »تعریف نشده« خواهد بود. 

m tan , m 0=⇒ α >

m tan , m 0=⇒ α <
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B(x می گذرد برابر است با:  , y )2 2 A(x و  , y )1 1  شیب خطی که از دو نقطۀ 

B A
AB

B A

y yym
x x x

−∆
= =
∆ −

→

« این‌مفهوم‌در‌فیزیک‌خیلی‌به‌دردتون‌می‌خوره! ( x)∆ به تغییرات طول  ( y)∆  می توان گفت »شیب، برابر است با نسبت تغییرات عرض 
حالا‌که‌با‌شیب‌آشنا‌شدیم،‌بریم‌که‌»نوشتن‌معادله‌خط«‌را‌با‌هم‌یاد‌بگیریم.‌قبلش‌باید‌با‌فرم‌های‌معادله‌خط‌آشنا‌بشید!

« است، که در آن ضریب x یعنی m شیب خط و b عرض از مبدأ است.  y mx b= +  یکی از حالت های نمایش معادله خط »

c است. 
b

− a و عرض از مبدأ 
b

− « است که در این حالت، شیب برابر است با  ax by c 0+ + =  دومین حالت نمایش معادله خط »

x را در معادله خط قرار دهیم.  0=  عرض از مبدأ: نقطۀ برخورد با محور yها را گویند. برای به دست آوردن عرض از مبدأ کافی است 
y را در معادلۀ خط قرار دهیم.  0=  طول از مبدأ: نقطۀ برخورد با محور xها را گویند. برای به دست آوردن طول از مبدأ کافی است 

 نوشتن معادله خط در 4 حالت: 
 : A(x , y )1 1  با داشتن شیب خط و مختصات یک نقطه از خط مانند 

در این حالت معادله خط را به صورت زیر می نویسیم: 

B(x از خط:  , y )2 2 A(x و  , y )1 1  با داشتن مختصات دو نقطه 
در این حالت معادله خط را به صورت زیر می نویسیم: 

: بدون شرح! A(x , y )1 1  با داشتن زاویه بین خط و جهت مثبت محور xها و مختصات یک نقطه از خط مانند 

 با داشتن عرض از مبدأ و طول از مبدأ: معادلۀ خط را به صورت زیر می نویسیم: 

 

  =y b معادلۀ خط موازی با محور xها: 

  

=x a معادلۀ خط موازی با محور yها: 

   

y y m(x x )1 1− = −

y y
y y ( )(x x )

x x
2 1

1 1
2 1

−
− = −

−

y y (tan )(x x )1 1− = α −

y x
p q

1+ =
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=y x = معادلۀ نیمساز ناحیه اول و سوم:  −y x معادله نیمساز ناحیه دوم و چهارم: 

y= است.  mx معادلۀ کلی خطوط گذرنده از مبدأ مختصات به صورت 

3 بر روی یک خط راست قرار گرفته باشند )یا به اصطلاح بر یک استقامت باشند(، آن گاه داریم:  3C(x ,y ) 2 و  2B(x ,y )  ، 1 1A(x ,y ) اگر سه نقطۀ 

⇒
− −

= =
− −

2 1 3 1
AB AC

2 1 3 1

y y y ym m
x x x x

= −
pm
q

با معلوم بودن عرض از مبدأ )p( و طول از مبدأ )q( شیب از رابطۀ مقابل به دست می آید: 
×

=
p q

S
2 اگر طول از مبدأ خطی برابر q و عرض از مبدأ آن برابر p باشد، مساحت محدود بین آن خط و دستگاه مختصات برابر است با: 

وضعیت دو خط نسبت به هم وضعیت دو خط نسبت به هم 

a را نسبت به هم در حالت های زیر بررسی کنیم:  x b y c′ ′ ′+ = ax و  by c+ =   می خواهیم وضعیت دو خط 
a b
a b
≠

′ ′
 دو خط متقاطع: دو خط بالا در صورتی متقاطع اند که شیب های نابرابر داشته باشند. به عبارتی: 

 مختصات نقطۀ تلاقی در معادلۀ هر دو خط صدق می کند. 

a b c
a b c
= ≠

′ ′ ′
 دو خط موازی: دو خط در صورتی موازی اند که دارای شیب های برابر باشند. به عبارتی: 

 با معلوم بودن شیب یکی از خط های موازی می توان شیب خط دیگر را به دست آورد. 

a b c
a b c
= =

′ ′ ′
 دو خط منطبق:  دو خط در صورتی بر هم منطبق اند که: 

m′ زمانی بر هم عمودند که:  ′ با شیب های m و  ′ ′+ + =a x b y c 0 + و  + =ax by c 0  دو خط 

×′ )شیب ها قرینه و عکس یکدیگر( = − = −
′
1m m 1 , m
m

′ ′+ =aa bb 0
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θ زاویۀ حاده بین آن ها باشد، داریم:  m′ متقاطع باشند و   اگر دو خط با شیب های m و 

′−
θ =

′+
m mtan
1 mm

فاصلۀ دو نقطهفاصلۀ دو نقطه
B(x از رابطۀ زیر استفاده می کنیم:  , y )2 2 A(x و  , y )1 1  فاصله دو نقطه: برای به دست آوردن فاصلۀ دو نقطه به مختصات 

AB ( ) ( )2 2= +IÀ­¼ó ý°TiH IÀ Æoø ý°TiH  برای به خاطر سپاری بهتر اینجوری ببینید، بهتره: 
B(x به صورت زیر است:  , y )2 2 A(x و  , y )1 1  نقطۀ وسط: مختصات نقطۀ وسط پاره خط واصل بین

 سه حالت خاص داریم: 

O(0,0) برابر است با:  1 از مبدأ مختصات  1A(x ,y ) الف( فاصلۀ نقطۀ 

= +2 2
1 1OA x y

1= باشند، داریم:  2y y 2 هم عرض  2B(x ,y ) 1 و  1A(x ,y ) ب( اگر دو نقطۀ 

= −2 1AB x x

1= باشند، داریم:  2x x 2 هم طول 2B(x ,y ) 1 و  1A(x ,y ) ج( اگر دو نقطۀ 

= −2 1AB y y

قرینۀ نقطهقرینۀ نقطه
M به صورت زیر است:  MM(x , y ) A(x نسبت به نقطۀ  , y )1 1  نسبت به نقطه: قرینۀ نقطۀ 

A است.  ( x , y )1 1′ − − )O به صورت  , )0 0 A(x نسبت به مبدأ  , y )1 1 در حالت خاص، قرینه نقطۀ 
 قرینۀ نسبت به خط: برای این کار، 3 گام زیر را برمی داریم: 

A(x گذشته و بر خط مورد نظر عمود باشد، می نویسیم.  , y )1 1 11 ابتدا باید معادلۀ خطی را که از نقطۀ 
′A می نامیم.  22 حالا نقطۀ تلاقی دو خط عمود بر هم را به دست می آوریم و آن را 

′A به دست می آوریم.  33 و در گام آخر، قرینۀ نقطۀ A را نسبت به نقطۀ 

AB (x x ) (y y )2 2
2 1 2 1= − + −

x x y y
M( , )1 2 1 2

2 2
+ +

M MA ( x x , y y )1 12 2′ − −
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 در هر متوازی الاضلاع، مجموع مولفه های مختصات رئوس روبه روی هم، برابرند. 

 + = +
 + =

⇒
+

A C B D
A C B D

x x x x
y y y y

نکتۀ فوق در مورد مربع، مستطیل و لوزی نیز صدق می کند. 

فاصلۀ نقطه از خطفاصلۀ نقطه از خط
فاصلۀ نقطه از خط، طول کوتاه ترین پاره خطی است که نقطه را به خط وصل می کند، که این کوتاه ترین پاره خط، همان خط عمودی است که از نقطه 

به خط وارد می شود. 
Ax از رابطۀ زیر استفاده می کنیم: By C 0+ + = A(x از خط  , y )1 1 برای پیدا کردن فاصلۀ نقطۀ 

+ به صورت زیر قابل محاسبه است:  + =Ax By C 0  در حالت خاص، فاصلۀ مبدأ مختصات از خط 

⇒ =
+2 2

C
OH

A B

′ در مرحلۀ اول باید ضرایب x و y را یکسان  ′ ′+ + =a x b y c 0 + و  + =ax by c 0 برای محاسبه فاصلۀ دو خط موازی 

کرده و سپس فاصلۀ دو خط را به صورت زیر محاسبه کنیم: 
′

⇒
−

=
+2 2

c c
D

a b

مثلث مختصاتی مثلث مختصاتی 
، سه رأس یک مثلث باشند، آن گاه برای پیدا کردن مساحت مثلث مورد نظر، می توان از رابطۀ  C(x , y )3 3 B(x و  , y )2 2  ، A(x , y )1 1 اگر سه نقطۀ 

زیر استفاده کرد: 
x (y y ) x (y y ) x (y y ) (x y x y x y ) (x y x y x y )

S 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 2 3 3 1 1 3 2 1 3 2
2 2∆

− + − + − + + − + +
= =

بد نیست بدانید که مختصات مرکز ثقل )همرسی میانه ها( مثلث مقابل برابر است با: 

G

G

x x x
x

y y y
y

1 2 3

1 2 3

3

3

+ + =
 + +

⇒
 =


Ax By C
AH

A B

1 1
2 2

+ +
=

+
⇒
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خب رسیدیم به آخرین فصل از کتاب ریاضی تاپگان :(

چند نکته رو در مورد این فصل یادت باشه: 

1( این بخش ها توی سال های گذشته به طور متوسط 3 یا 4 سوال کنکور )عموماً با سطح متوسط( ازش طرح شده پس میشه رو جواب دادنش سرمایه گذاری کرد.

2( قسمت های جایگشت و ترکیب توی بخش شمارش بدون شمردن، احتمال شرطی و احتمال کل توی بخش احتمال و معیارهای گرایش به مرکز و معیارهای 

پراکندگی توی بخش آمار، از مهمترین ها هستن پس اونا رو خوبه خوب یاد بگیر.

3( سؤالای این فصل روتینن اما توی بعضی از سوالا محاسبات یکم زیاد میشن، پس بهتره یکم رو محاسباتت بیشتر دقت کنی.

1402- نوبت دوم1402- نوبت اول139914001401کنکور سراسری

34444تعداد سؤال

مباحث مطرح 

شده در سؤال

ترکیب

احتمال مقدماتی

ضریب تغییرات

ترکیب

جایگشت دوری

احتمال مقدماتی

احتمال شرطی

ترکیب

احتمال شرطی

میانه و میانگین

انحراف معیار

احتمال مقدماتی

احتمال شرطی

احتمال کل

ضریب تغییرات

جایگشت

احتمال مقدماتی

احتمال کل

میانگین و انحراف معیار
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اصل ضرب و اصل جمعاصل ضرب و اصل جمع
kn طریق بتوان انجام داد و هیچ جفت  kw را به  n2 طریق و ... و عمل  n1 طریق و بعد از آن عمل w2 را به  اصل ضرب: اگر عمل w1 را بتوان به 

kn طریق انجام داد. n ...n1 2 از این عمل ها را نتوان همزمان انجام داد، آن گاه این k عمل را می توان به  

nw ... w w2 1» »                                                 عمل 
kn طریق انجام داد و  kw را بتوان به  n2 طریق و ... و ...عمل  w2 را بتوان به  n1 طریق و بعد از آن عمل  اصل جمع: اگر عمل w1 را بتوان به 

kn طریق انجام داد. n ... n+ + +1 2 هیچ جفت از این عمل ها را نتوان همزمان انجام داد، آن گاه یکی از این کار ها را می توان به 

nw ... w w2 1IÄ IÄ                                                                    عمل 

 نشانۀ استفاده از اصل ضرب، حرف »و« و نشانۀ استفاده از اصل جمع کلمۀ »یا« می باشد. 

. nm ، برابر است با:  n(B) m= n(A) و  n= f در صورتی که  : A B→  تعداد توابع 

 . m!
(m n)!−

، برابر است با:  n(B) m= n(A) و  n= f در صورتی که  : A B→  تعداد توابع یک به یک 

 جایگشت یک در میان: 

اگر بخواهیم دو گروه از اشیاء را یک در میان در یک ردیف قرار دهیم، باید یا تعداد افراد دو گروه برابر باشد و یا یک واحد اختلاف داشته باشند که:
11 اگر تعداد افراد دو گروه یکسان بود، جایگشت هر گروه را جداگانه حساب کرده و در هم ضرب می کنیم و در آخر باید این جواب را در 2 ضرب کرد. 
3! طریق قرار دهیم  ! طریق می توان یک در میان قرار داد. در واقع، ابتدا می توان پسرها را به  !× ×2 3 3 مثلًا سه دختر و سه پسر را در یک صف به 
)پ , د , پ , د , پ , د( 3! طریق قرار داد.  و سپس سه دختر را در سه مکان ایجاد شده بین پسرها به 

ولی چون تعداد پسر و دختر برابر است، می توان ابتدا دخترها را در صف قرار داد )یعنی اول صف دختر باشد( به همین دلیل جواب را در 2 ضرب 
)د , پ , د , پ , د , پ(   می کنیم.  

22 اگر تعداد افراد دو گروه یکسان نبود، جایگشت هر گروه را حساب کرده و حاصل ها را در هم ضرب می کنیم. 
! طریق می توان یک در میان قرار داد.  !× =3 4 144 مثلًا ارقام زوج 0، 6، 4، 2 و ارقام فرد 5، 3، 1 را به 

 جایگشت با تکرار: 

kn تای دیگر هم شبیه هم باشند، آن گاه تعداد جایگشت های  ,..., n2 تای دیگر شبیه هم  n1 تای آن شبیه هم و  اگر n شیء داشته باشیم که 

k

n!
n ! n ! ... n !× × ×1 2

این n شئ برابر است با: 

, می توان نوشت برابر است با:  , , , , ,2 2 2 1 1 3 4 مثلاً تعداد اعداد 7 رقمی که با ارقام 

از   n! جای  به  در صورت کسر  باید  باشد،  داشته  وجود  رقم صفر   k وقتی که  عدد  در ساختن  تکرار،  با  جایگشت  فرمول  از  استفاده  هنگام   

n) استفاده کرد.  k) (n 1)!− × −

 جایگشت دوری:

(n )!−1  تعداد حالاتی که n نفر می توانند دور یک میز گرد بنشینند برابر است با: 
4=! طریق می توانند دور یک میزگرد قرار بگیرند.  24 ) یعنی  )!−5 1 مثلًا 5 نفر به 

!
! !×

7
3 2
 

ÁnHo§U ÁIÀ2jHk÷U   ÁnHo§U ÁIÀ1 jHk÷U
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ترکیبترکیب
n n!C(n, r)
r r!(n r)!
 

= =  − 
تعداد حالات انتخاب r شیء از n شیء متمایز برابر است با: 

توجه کنید که ترتیب انتخاب اشیاء مهم نمی باشد. 

رابطه پاسکال

          −
= = = =                  −         


   −   −    − −

= + =              −=        

n n n n n n(n 1)1 , ,0 n r n r 2 2

n n 1 n 1 nn(n 1)(n 2) ,3 r 1 r r3! 6

 به خاطر سپردن موارد زیر در محاسبه، مفید است.  

ترتیبترتیب
n!P(n, r)

(n r)!
=

−
، تعداد حالات انتخاب r شیء از n شیء متمایز، به طوری که ترتیب انتخاب مهم باشد، برابر است با:  P(n, r)

مثلًا فرض کنید می خواهیم از بین 10 نفر کاندید، 3 نفر را انتخاب کنیم، به طوری که نفر اول رئیس و نفر دوم معاون و نفر سوم حسابدار باشد. در 

)P! طریق امکان پذیر است که با اصل ضرب هم به همین نتیجه خواهیم رسید زیرا  , )
!

=
1010 3
7

این جا ترتیب انتخاب اهمیت دارد و این کار به 

× که همان  ×10 9 8 برای انتخاب رئیس 10 حالت و برای انتخاب معاون 9 حالت و برای انتخاب حسابدار 8 حالت داریم، یعنی جواب برابر است با: 

! است. 
!

10
7
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فضای‌نمونه‌ایفضای‌نمونه‌ای
 اگر نتیجۀ یک آزمایش، قبل از وقوع مشخص نباشد، ولی مجموعۀ نتایج ممکن آن مشخص باشد، آن را آزمایش تصادفی می نامند و به مجموعۀ همه 

n(S) نشان می دهیم. نتایج ممکن، فضای نمونه ای گفته می شود و تعداد اعضای این مجموعه را با 
 چند تا از فضاهای نمونه ای مهم: 

nn(S) = 2 ← 11 اگر یک سکه را n بار پرتاب کنیم یا n سکه را با هم پرتاب کنیم
nn(S) = 2 22 برای تولد n فرزند در یک خانواده ← 

nn(S) = 6 33 اگر تاسی را n بار پرتاب کنیم یا n تاس را با هم پرتاب کنیم ← 

تعریف‌پیشامدتعریف‌پیشامد
، در واقع  n2 هر زیرمجموعه از فضای نمونه ای S را یک پیشامد تصادفی می گوییم. پس اگر S دارای n عضو باشد، تعداد زیرمجموعه های آن یعنی 

همان تعداد پیشامدهایی است که می توان روی S تعریف کرد. 
∅S را یک پیشامد نشدنی یا غیرممکن می نامند. ⊆ پیشامد غیرممکن: 

S را پیشامد قطعی یا حتمی می گوییم. S⊆ پیشامد قطعی: 

مثلًا در پرتاب یک تاس معمولی، پیشامد A را مبنی بر این که عدد رو شده صفر باشد، یک پیشامد نشدنی و پیشامد B را مبنی بر این که عدد رو 
شده مساوی یک باشد، یک پیشامد حتمی است. 

اعمال‌روی‌پیشامدهااعمال‌روی‌پیشامدها
فرض کنیم که A و B دو پیشامد از فضای نمونه ای S باشند: 

، پیشامدی است که در آن حداقل یکی از دو پیشامد A یا B رخ دهد. )A یا B یا هر دو رخ دهند.( A B 11  اجتماع دو پیشامد: 
، پیشامدی است که در آن هر دو پیشامد A و B رخ دهند. A B 22  اشتراک دو پیشامد: 

، پیشامدی است که در آن A رخ دهد ولی B رخ ندهد. A B− 33  تفاضل دو پیشامد: 
، پیشامدی است که در آن A رخ ندهد. A′   :44  متمم یک پیشامد

پیشامدهای‌ناسازگارپیشامدهای‌ناسازگار
، یا به عبارتی A و B هیچ گاه با هم رخ نمی دهند. A B = ∅ تعریف: دو پیشامد A و B را ناسازگار گویند، هرگاه 

. A A′ = ∅ ′A همیشه ناسازگارند، زیرا:  مثلًا A و 

محاسبۀ‌احتمال‌یک‌پیشامدمحاسبۀ‌احتمال‌یک‌پیشامد
اگر A یک پیشامد از فضای نمونه ای S باشد، احتمال رخداد A را با )P)A نشان داده و برابر است با:

 n(A)
n(S)

P(A) =

 احتمال مربوط به فرزند و سکه

احتمال این که در یک خانواده n فرزندی، k فرزند پسر )k فرزند دختر( باشند برابر است با: 

و احتمال این که در پرتاب n سکه با هم یا n بار پرتاب یک سکه، k بار رو یا k بار پشت بیاید برابر است با: 

nP

n

k
 


=
 

 
2

n
n(A)

P
n(S)

n

k
 
  
 →

→
=

2
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 به طور کلی، اگر پرتاب ها فرد باشد، چون امکان برابر بودن تعداد روها و پشت ها وجود ندارد، دقیقاً در نصف حالات تعداد روها بیشتر و در نصف 

حالات، تعداد پشت ها بیشتر است. 

 احتمال مربوط به تاس:

. nn(S) = 6  می دانیم در پرتاب n تاس با هم یا n بار پرتاب یک تاس، داریم: 

 یکی از مسائل پرتکرار در مورد تاس، حالتی است که یک تاس را دو بار پرتاب می کنیم. )یا دو تاس را با هم پرتاب می کنیم( و پیشامد ما مجموع 

دو عدد رو شده است. 

در این حالت، بهتر است از نمودار مقابل کمک بگیریم. 

اولین چیزی که می توان از این نمودار متوجه شد، این است که تعداد حالات مجموع دو تاس 

کوچک تر از 7 برابر 15 است و تعداد حالات مجموع بزرگ تر از 7 هم نیز برابر 15 است. 

تفسیر نمودار: تفسیر نمودار: در پرتاب دو تاس، هر مجموعی را که نیاز داریم پیدا کنیم، ابتدا به این نکته توجه 

می کنیم که مجموع دو تاس بزرگ تر از یک و کوچک تر از 13 است. حال، آن مجموع به هر کدام 

از اعداد 1 یا 13 نزدیک تر بود، فاصله اش تا این عدد، تعداد حالات این مجموع را به شما می دهد. 

 در پرتاب یک تاس، برای پیشامدهای زوج آمدن و فرد آمدن، بزرگ تر از 3 آمدن و کوچک تر از 4 آمدن و اول آمدن و غیر اول آمدن، همگی شانسی 

1 داریم و اگر n تاس را با هم پرتاب کنیم )یک تاس را n بار پرتاب کنیم(، در این صورت، برای محاسبۀ احتمال k بار رخ دادن هر کدام از پیشامدهایی 
2

برابر 

n استفاده کرد. )فرمولی که برای سکه یا فرزند استفاده می کردیم(.

n
k

P
2

 
  
 = که گفتیم، می توان از فرمول 

مسائل‌مربوط‌به‌جعبه‌و‌مهرهمسائل‌مربوط‌به‌جعبه‌و‌مهره
در حل مسائل مربوط به خارج کردن k مهره از درون جعبه ای با n مهره، سه نوع فضای نمونه ای وجود دارد: 

n(S)
n

k


=


  
 

11 اگر k مهره را با هم خارج کنیم: 

22 اگر k مهره را یکی یکی و بدون جای گذاری خارج کنیم، در هر بار خارج کردن یک مهره، فضای نمونه ای کاهش می یابد:
)n n(n )(n )...((S n) k− − − += 1 2 1  

k

k
n n ... nn(S) n×= × × =


nIM

33 اگر k مهره را یکی یکی و با جایگذاری خارج کنیم: 

 اگر تعدادی مهره را از یک جعبه خارج و بدون دیدن کنار بگذاریم، هیچ تاثیری روی فضای نمونه ای نمی گذارد و برای حل مسأله مطرح شده، 

فرض میکنیم که آن مهره ها هنوز در جعبه هستند.

قوانین‌احتمالقوانین‌احتمال
 اگر A و B دو پیشامد از فضای نمونه ای S باشند: 

22  P(S) =111  P(A)≤ ≤0 1

 44  P(A B) P(A) P(B) P(A B)
↓

= + − 



احتمال این که حداقل یکی از دو پیشامد A یا B رخ دهند. 
33  P( )∅ = 0

 66  P(A) P(A )′= −1 P(A   یا    ) P(A)
↓

′ = −1


                            احتمال این که A رخ ندهد

 55  P(A B) P(A B ) P(A) P(A B)
↓ ↓

′− = = − 

 

)احتمال این که A و B هر دو رخ دهند(        )احتمال این که A رخ دهد ولی B رخ ندهد(
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دو‌پیشامد‌مستقلدو‌پیشامد‌مستقل
P(A و  B) P(A).P(B)=  دو پیشامد B و A را مستقل گویند هرگاه وقوع یکی در وقوع دیگری بی تاثیر باشد و A و B مستقل اند، هرگاه 

برعکس. 

احتمال‌شرطیاحتمال‌شرطی
 P(A B)  فرض کنیم A و B دو پیشامد از فضای نمونه ای S باشند، در این صورت، احتمال وقوع A به شرط این که B رخ داده باشد را با نماد 

نشان داده و از دستور زیر محاسبه می شود: 
P(A B)P(A B) , P(B)

P(B)
= ≠ 0

 

 وقتی یک شرط روی فضای نمونه ای S اعمال می شود، در واقع تعداد اعضای S کاهش پیدا می کند، مثلًا می دانیم تعداد اعضای S برای تولد سه 
3n(S) 2 8= = فرزند برابر است با: 

اما اگر در صورت مسأله، گفته شود که می دانیم یکی از این سه فرزند حتماً پسر است، در واقع یک شرط روی فضای نمونه ای گذاشته است و حالت هر سه فرزند 

n(S) است.  7= دختر حذف شده و 

} است.  }S 1,3,5= یا مثلًا اگر بدانیم در پرتاب یک تاس عدد رو شده فرد است، در واقع فضای نمونه ای کاهش یافته به صورت 

 اگر A و B دو پیشامد مستقل باشند، در این صورت: 

P(A B) P(A)=  11

P(A B) P(A ).P(B)′ ′= B مستقل اند، یعنی:  ′A و   22

P(A B ) P(A ).P(B )′ ′ ′ ′= ′B مستقل اند، یعنی:  ′A و   33

قانون‌احتمال‌کلقانون‌احتمال‌کل
nA پیشامدهایی باشند که فضای نمونه ای S را افراز می کنند، با این شرایط برای هر پیشامد دلخواه B داریم: ,...,A ,A2 فرض کنید 1

n
n n i i

i
P(B) P(A )P(B A ) ... P(A )P(B A ) P(A )P(B A )

=
= + + =∑1 1

1

البته در مسائل احتمال کل )مسائلی که چند تصادف پشت سر هم رخ داده اند( بهتر است مسأله را با نمودار درختی 
حل کنیم. و استفاده از فرمول توصیه نمی شود، به این صورت که احتمال ها را در شاخه های متوالی در هم ضرب 

کرده و سپس آن ها را با هم جمع می کنیم.
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تعاریفتعاریف
همین اول کار بریم چند تا تعریف ساده رو با هم مرور کنیم ... 

آمار: مجموعه ای از اعداد، ارقام و اطلاعات است. 
علم آمار: به مجموعه روش هایی گفته می شود که شامل جمع آوری اعداد و ارقام، سازماندهی و نمایش، تحلیل و تفسیر داده ها و درنهایت نتیجه گیری، 

قضاوت و پیش بینی مناسب در مورد پدیده ها و آزمایش های تصادفی می شود. به عبارت دیگر مراحل علم آمار عبارتست از:

   

حالا بیا دو تا سؤال مهم ازت بپرسم ببینم چقدر مفهومی خوندی ) ( 

اولین قدم در استفاده از علم آمار چیه؟ آفرین! جمع آوری اعداد و ارقام )داده ها(
هدف )نتیجه( استفاده از علم آمار چیه؟ براوو! نتیجه گیری، قضاوت و پیش بینی برای آینده )خوب بلدیا ناقلا ...(

جامعه و نمونهجامعه و نمونه
جامعه )جمعیت(: به مجموعة تمام افراد یا اشیایی که دربارۀ یک یا چند ویژگی آن ها تحقیق می کنیم، جامعه  یا جمعیت گفته می شود و به هر یک از 

این افراد یا اشیا، عضو جامعه می گوییم.
اندازه یا حجم جامعه: تعداد اعضای جامعه را اندازه یا حجم جامعه می نامیم.

نمونه: بخشی )زیرمجموعه ای( از جامعه را که برای مطالعه انتخاب می شود، نمونه  می گوییم و هر یک از افراد یا اشیای انتخاب شده را عضو نمونه می نامیم.
اندازه یا حجم نمونه: تعداد اعضای نمونه را اندازه یا حجم نمونه می گوییم.

 اندازۀ نمونه همواره کوچک تر یا مساوی اندازۀ جامعه است. 

 اگر اندازۀ نمونه با اندازۀ جامعه برابر باشد، می گوییم سرشماری انجام داده ایم. 

))BMIBMI( شاخص تودۀ بدن )شاخص تودۀ بدن
برای این که میزان چاقی یک فرد را بسنجیم، از معیاری به نام شاخص توده بدن استفاده می کنیم که به صورت زیر تعریف می شود: 

BMI
H
W

= 2

BMI: شاخص توده بدن           
W: وزن افراد برحسب کیلوگرم

H: قد افراد برحسب متر

28/ است. وزن این شخص حدوداً چند کیلوگرم است؟ 4  قد شخصی 173 سانتی متر و شاخص تودۀ بدن او
86 )4    85 )3    84 )2    83 )1

  /
cm / m

·kM ½j¼U }iI{

}h{ k¤

=
 = =

28 4
173 1 73

  W WBMI / W ( / ) /
H ( / )

= =⇒= ×⇒ 

2
2 228 4 1 7 53 28 4

73
8

1
پاسخ:     

 بنابراین گزینة 3 صحیح است.

متغیر و انواع آنمتغیر و انواع آن
متغیر: به ویژگی خاصی از اعضای جامعه آماری که مورد بررسی و مطالعه قرار می گیرد، متغیر می گوییم. متغیرها معمولاً از یک عضو به عضو دیگر 

تغییر می کنند. به عنوان مثال: سن، قد، رنگ مو و ... افراد، یک متغیر است که معمولاً از یک فرد به فرد دیگر تغییر می کند. 
مقدار متغیر: به عددی که به ویژگی یک عضو از جامعه نسبت داده می شود، مقدار متغیر می گوییم. 
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انواع متغیرها:

22 متغیرهای کیفی 11 متغیرهای کمی   
متغیرهای کمی: متغیرهایی را که قابل اندازه گیری باشند، متغیرهای کمی می نامیم. به عبارت دیگر متغیرهای کمی، متغیرهایی هستند که مقادیر 

عددی می گیرند و برای آن ها عملیات ریاضی از قبیل جمع، تفریق و ... قابل انجام است. مانند: وزن افراد، تعداد ساکنین یک شهر و ...
متغیرهای کیفی: متغیرهایی را که قابل اندازه گیری نباشند و صرفاً برای دسته بندی افراد یا اشیا در گروه ها به کار می روند، متغیرهای کیفی می نامیم. 

متغیرهای کیفی لزوماً مقدار عددی نمی گیرند. مانند: گروه خونی افراد، جنسیت افراد، رنگ چشم افراد و ...
حالا وقتشه که انواع متغیرهای کمی و کیفی رو هم بشناسیم ... 

 انواع متغیرهای کمی:

متغیر کمی پیوسته: متغیری است که اگر دو مقدار a و b را بتواند اختیار کند، هر مقدار بین a و b را نیز بتواند به خود بگیرد. مثلًا قد یک فرد می تواند

1/ متر و یا هر عددی بین این دو رقم باشد.  7 1/ متر، 6
مثال: سرعت خودرو، وزن افراد، شاخص تودۀ بدن، دمای هوا در قلة کوه و ...

متغیر کمی گسسته: متغیری است که پیوسته نباشد )نه بابا!! عجب نکته خفنی( 

مثال: تعداد دانش آموزان یک مدرسه، تعداد سؤالات کنکور و ...

 انواع متغیرهای کیفی:

متغیر کیفی ترتیبی: متغیری است که نوعی ترتیب طبیعی دارد. مثال:

- سطح تحصیلات یک فرد )دیپلم، فوق دیپلم، کارشناسی، کارشناسی ارشد و دکتری(
- مراحل رشد انسان )نوزاد، کودک، نونهال، نوجوان، جوان، میانسال، کهن سال(

- میزان هوش یک فرد )زیاد، متوسط، کم(
- مقام یک ورزشکار در مسابقه )اول، دوم، سوم و ...(

متغیر کیفی اسمی: به متغیر کیفی که ترتیبی نباشد، متغیر کیفی اسمی می گوییم.

مثال:جنسیت افراد )زن و مرد(، انواع وضیعت هوا )آفتابی، ابری، بارانی و برفی(

 بعضی وقتا شناسایی نوع متغیر کمی پیچیده می شه و برای تشخیص اون باید به نوع بیان اون متغیر دقت کنیم. مثلًا در مورد بارندگی می تونیم 

متغیرهای پایین رو تعریف کنیم:

میزان بارندگی: یک متغیر کمی پیوسته است، چراکه میزان بارندگی همواره به صورت عددی بیان شده و می تواند هر مقداری را داشته باشد.

شدت بارندگی: یک متغیر کیفی ترتیبی است، چراکه شدت بارندگی می تواند به صورت کم، متوسط و زیاد بیان شود. 

نوع بارندگی: یک متغیر کیفی اسمی است، چراکه نوع بارندگی می تواند به صورت باران، برف و ... باشد. 

حالا به کمک چیزایی که گفتیم، به نظرت میزان آلودگی، شدت آلودگی و نوع آلودگی چه متغیرهایی هستن؟!

اگر پایه باشین یه جمع بندی از این قسمت بکنیم تا مطالب تو مغزمون بهتر دسته بندی بشن!   
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تعریف میانگینتعریف میانگین
x نشان می دهیم و آن را به صورت زیر  nx را در اختیار داشته باشیم، میانگین )متوسط یا مرکز ثقل( داده ها را با نماد , x , x , , x1 2 3  اگر n دادۀ 

تعریف می کنیم:
 nx
x

n
x x x

IÀ½jHj jHk÷U

IÀ½jHj Ì¼µ\¶

= =
+ + + +1 2 3 

x باشد، در این صورت مجموع داده ها برابر است با: 1 برابر 2 3 nx ,x ,x , ,x  اگر میانگین n دادۀ
+

⇒
+ + +

=
1 2 3 nx x x x

x
n

:مجموع داده ها   + + + =+1 2 3 nx x x x nx

روش های سریع برای محاسبۀ میانگینروش های سریع برای محاسبۀ میانگین
11 اگر داده های آماری، اعشار داشته باشند، برای محاسبة میانگین به صورت زیر عمل می کنیم:

 ابتدا قسمت های اعشاری را با هم و قسمت های صحیح را با هم جمع می کنیم. 
 سپس حاصل به دست آمده را بر تعداد داده ها تقسیم کرده و میانگین را به دست می آوریم.
22 اگر مقادیر داده های آماری بزرگ باشند، برای محاسبه میانگین به صورت زیر عمل می کنیم:

 ابتدا یک عدد فرضی را حدس می زنیم )عددی که به داده ها نزدیک باشد(
 سپس از تمامی داده ها عدد فرضی را کم می کنیم و داده های جدیدی را به دست می آوریم )به منفی یا مثبت بودن داده های جدید دقت شود(.

 میانگین داده های جدید را محاسبه کرده و نهایتاً میانگین جدید را با عدد فرض شده جمع می کنیم تا میانگین داده ها به دست آید.

ویژگی های میانگینویژگی های میانگین
11 میانگین چند داده آماری، همواره بین کوچک ترین و بزرگ ترین داده قرار دارد. به عنوان مثال؛ اگر کم ترین داده برابر 10 و بیشترین داده برابر 18 

 x< <10 18 باشد، در این صورت میانگین داده ها بین 10 و 18 قرار دارد. یعنی:
, باشد، میانگین داده ها  , , ,2 2 2 2 22 اگر همة داده ها با هم برابر باشند، میانگین داده ها نیز با آن ها برابر است. مثلًا اگر داده های آماری به صورت

نیز برابر 2 است.
33 اگر هر یک از داده های آماری را با مقدار ثابتی جمع یا تفریق کنیم، میانگین آن ها نیز با همان مقدار ثابت، جمع یا تفریق می گردد.

44 اگر هر یک از داده های آماری را در مقدار ثابتی ضرب یا بر آن تقسیم کنیم، میانگین آن ها نیز در همان عدد ضرب یا بر آن عدد تقسیم خواهد شد. 

 ، nax b , ax b, ,ax b+ + +1 2  nx باشد، در این صورت میانگین داده های آماری  , x , x , , x1 2 3  ، میانگین داده های آماری xدر حالت کلی اگر 

ax خواهد بود.  b+ به صورت
55 میانگین داده ها، تحت تأثیر داده های خیلی بزرگ یا خیلی کوچک که در آمار به آن ها داده های دورافتاده )داده های پرَت( می گوییم، قرار می گیرد. 

بنابراین اگر در بین داده های آماری، داده های دورافتاده وجود داشته باشد، برای ارزیابی بهتر داده ها، بهتر است که از میانگین استفاده نکنیم.
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میانگین دو گروه داده آماریمیانگین دو گروه داده آماری
x2 را به n داده اولیه اضافه، یا از میان آن ها  فرض کنید، n داده آماری را با میانگینx1 در اختیار داریم و می خواهیم m داده آماری دیگر با میانگین

حذف کنیم و داده های جدیدی را تشکیل دهیم. برای این منظور با حالت های زیر مواجه می شویم:

x) برابر باشد، در این صورت میانگین داده های جدید، تغییر  )1 ، با میانگین n دادۀ اولیه (x )2 11 اگر میانگین m داده اضافه شده یا حذف شده حالت 

xx xkÄk] = =1 2
نمی کند. یعنی:          

x) برابر نباشد، در این صورت برای به دست آوردن میانگین  )1 ، با میانگین n دادۀ اولیه (x )2 22 اگر میانگین m داده اضافه شده یا حذف شده حالت 

داده های جدید، از رابطة زیر استفاده می کنیم:
x
n m

xmx n
kÄk]

±
=

±
1 2 : مجموع n دادۀ اولیه                                        nx1

: مجموع m داده اضافه شده یا حذف شده m x2

 در رابطۀ فوق، اگر m داده را به n دادۀ اولیه اضافه کنیم، از علامت )+( و اگر m داده را از n دادۀ اولیه حذف کنیم، از علامت )-( استفاده می کنیم. 

اختلاف داده ها از میانگین )انحراف از میانگین(اختلاف داده ها از میانگین )انحراف از میانگین(
x باشد. اگر از داده ای میانگین را کم کنیم، حاصل آن را انحراف از میانگین آن داده می نامیم.  nx برابر , x , x , , x1 2 3  فرض کنید میانگین داده های آماری

ix می گوییم. )i= شماره داده( i(x به دست می آید که به آن انحراف از میانگین داده )x− ix کم کنیم، عبارت به عبارت دیگر اگر میانگین را از دادۀ 
nx را به دست آورده و با هم جمع کنیم، حاصل آن صفر  خواهد بود، به عبارت  , x , x , , x1 2 3  حال اگر انحراف از میانگین تمام داده های آماری

دیگر همواره مجموع اختلاف داده ها از میانگین برابر صفر است، یعنی:

n( ) ( )x (x x )x xx − + − + + − =1 2 0

تعریف میانهتعریف میانه
 n نشان می دهیم و برای پیدا کردن میانه، ابتدا Q2 میانه، عددی است که تعداد داده های قبل از آن با تعداد داده های بعد از آن برابر است و آن را با

nx را از کوچک به بزرگ مرتب کرده و داریم: , x , x , , x1 2 3  داده  آماری

الفالف  اگر تعداد داده ها فرد باشد:
 عددی که در وسط داده ها قرار می گیرد، میانه است. 

)n امُین داده است.  )+1
2

 عددی که در وسط داده ها قرار می گیرد،
بب اگر تعداد داده ها زوج باشد:

 میانگین دو عددی که در وسط داده ها قرار می گیرند، میانه است. 

)n امُین داده هستند.  )+1
2

)n امُین داده و )
2

 دو عددی که در وسط داده ها قرار می گیرند به ترتیب
 بیاین یه جمع بندی کنیم: 
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ویژگی های میانهویژگی های میانه
11 اگر هر یک از داده های آماری را با مقدار ثابتی جمع یا تفریق کنیم،  میانة آن ها نیز با همان مقدار ثابت، جمع یا تفریق می گردد. 

22 اگر هر یک از داده های آماری را در مقدار ثابتی ضرب یا بر آن تقسیم کنیم، میانه آن ها نیز در همان عدد ضرب یا بر آن تقسیم خواهد شد. 
nax به  b ax b ax b, , ,+ + +1 2 nx باشد، در این صورت میانه داده های  , x , x , , x1 2 3  Q2 میانه داده های آماری  در حالت کلی، اگر

aQ خواهد بود.  b+2 صورت

درِ گوشی: پس تا این جا می تونیم بگیم هر بلایی )جمع، تفریق، ضرب، تقسیم(  که سر داده ها بیاریم، همون بلا عیناً سر میانگین و میانه هم میاد! 

nx چقدر است؟ x x
, , ... ,+ + +1 21 1 1

2 2 2
nx برابر 3 باشد، در این صورت میانه داده های  ,x , ... , x1 2 مثال: اگر میانه داده های 

، بر عدد 2 تقسیم شده و سپس  nx , x , x , , x1 2 3  ، می توان نتیجه گرفت که هر یک از داده های nx x x, , ,+ + +1 21 1 1
2 2 2

 با توجه به داده های

یک واحد به هر کدام اضافه شده است. بنابراین برای پیدا کردن میانه داده های جدید، باید میانه داده های اولیه را بر 2 تقسیم کرده و یک واحد به 
آن اضافه کنیم، یعنی:

 
¾Ã²»H ¾ºIÃ¶

kÄk] ¾ºIÃ¶ kÄk] ¾ºIÃ¶= + =⇒ + =
3 51 1

2 2 2

33 میانه داده ها تحت تأثیر داده های دورافتاده )داده های پرَت( قرار نمی گیرد، بنابراین اگر در بین داده های آماری، داده های دورافتاده وجود داشته 
باشد، برای ارزیابی بهتر داده ها می توان از میانه کمک گرفت. 

 فلش بک: توی بحث میانگین گفتیم که اگر داده های دورافتاده داشتیم، بهتره که از میانگین استفاده نکنیم و حالا این جا یاد گرفتیم که توی این شرایط می تونیم از میانه استفاده کنیم. 

مثال: در مورد داده های مقابل، داریم:
  , , , , ,

½jIT H n»j ½jHj

↑
1 6 15 21 24 31 2023   

Q

¸Ã«ºIÃ¶

¾ºIÃ¶

+ + + + + + = =

 = = 2

1 6 15 21 24 31 2023 303
7

21

 

همان طور که می بینید، میانه داده ها تحت تأثیر دادۀ 2023 قرار نمی گیرد. درحالی که میانگین، از این دادۀ دورافتاده تأثیر می پذیرد و اگر به جای دادۀ 
2023 یک داده نزدیک به داده های دیگر )مثلًا 28( قرار دهیم، میانه تغییری نمی کند ولی میانگین داده ها تغییر خواهد کرد. ببینید:

 , , , , , ,1 6 15 21 24 28 31  
Q

¸Ã«ºIÃ¶

¾ºIÃ¶

+ + + + + + = =

 = = 2

1 6 15 21 24 28 31 18
7

21

پس نتیجه می گیریم که اگر در بین داده  های آماری، دادۀ دور افتاده نداشته باشیم، میانه و میانگین داده ها به هم نزدیک هستند. 

 اگر داده های آماری تشکیل یک دنبالۀ حسابی بدهند، در این صورت میانه و میانگین داده ها با هم مساوی بوده و برابر است با:

                                      

    

−+ +
= = = =1 n 2 n 1

2
x x x xx Q

2 2
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تعریف چارک ها تعریف چارک ها 
چارک‌ها‌مقادیری‌هستند‌که‌داده‌های‌مرتب‌شده‌را‌به‌چهار‌قسمت‌مساوی‌تقسیم‌می‌کنند.

 انواع چارک ها: 

‌نشان‌می‌دهیم. Q1چارک اول:‌میانۀ‌داده‌های‌قبل‌از‌میانه‌‌است‌و‌آن‌را‌با‌ 11
‌نشان‌می‌دهیم. Q2 ‌چارک دوم:‌همان‌میانه‌است‌و‌آن‌را‌با 22

‌نشان‌می‌دهیم. Q3 ‌چارک سوم:‌میانۀ‌داده‌های‌بعد‌از‌میانه‌است‌و‌آن‌را‌با 33

 مراحل محاسبه چارک ها: 

‌ابتدا‌داده‌ها‌را‌از‌کوچک‌به‌بزرگ‌مرتب‌می‌کنیم. 11
‌را‌به‌دست‌می‌آوریم. (Q )2 ‌سپس‌میانه‌داده‌ها‌ 22

‌می‌نامیم. (Q )1 ‌برای‌داده‌های‌قبل‌از‌میانه،‌یک‌میانه‌به‌دست‌آورده‌و‌آن‌را‌چارک‌اول 33
‌می‌نامیم. (Q )3 ‌برای‌داده‌های‌بعد‌از‌میانه،‌یک‌میانه‌به‌دست‌آورده‌و‌آن‌را‌چارک‌سوم 44

ویژگی های چارک ها ویژگی های چارک ها 
‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌با‌مقدار‌ثابتی‌جمع‌یا‌تفریق‌کنیم،‌چارک‌ها‌نیز‌با‌همان‌مقدار‌ثابت‌جمع‌یا‌تفریق‌می‌گردند. 11

‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌در‌مقدار‌ثابتی‌ضرب‌یا‌بر‌آن‌تقسیم‌کنیم،‌چارک‌ها‌نیز‌در‌همان‌عدد‌ضرب‌یا‌بر‌آن‌عدد‌تقسیم‌می‌شوند.‌ 22

‌داده‌ها‌بعد‌ n 
  4

‌داده‌ها،‌قبل‌از‌چارک‌اول‌و n 
  4

‌را‌در‌اختیار‌داشته‌باشیم،‌در‌این‌صورت‌می‌توان‌گفت‌که nx , x ,..., x1 2 ‌اگر‌‌nداده‌آماری 33

‌نماد‌جزء‌صحیح‌است( [ ] از‌چارک‌سوم‌و‌بقیه‌داده‌ها‌نیز‌بین‌چارک‌اول‌و‌چارک‌سوم‌قرار‌دارد.‌)
به‌عنوان‌مثال،‌اگر‌‌47داده‌آماری‌در‌اختیار‌داشته‌باشیم‌می‌توان‌گفت‌که:‌

[ ]

[ ]

n: /

n: /

:

    = = =       
    = = =       
 − − =



47 11 75 11
4 4

47 11 75 11
4 4

47 11 11 25

­»H ¥nIa  pH ®L¤ ÁIÀ½jHj

 ³¼w ¥nIapH k÷M Á IÀ½jHj

³¼w » ­»H ¥nIa ¸ÃM  ÁIÀ½jHj

‌

تعریف دامنه تغییرات تعریف دامنه تغییرات 
‌نمایش‌می‌دهیم: R دامنه‌تغییرات،‌ساده‌ترین‌شاخص‌پراکندگی‌است‌که‌اختلاف‌بین‌بزرگ‌ترین‌و‌کوچک‌ترین‌داده‌را‌نشان‌می‌دهد‌و‌آن‌را‌با‌نماد‌

‌برابر‌است‌با:‌ , , , , , ,11 25 17 9 15 18 ‌به‌عنوان‌مثال،‌دامنه‌تغییرات‌داده‌های‌21
max

max min
min

: x
R x x

: x
=

⇒


= − = − = =

25
25 9 16

9
½jHj ¸ÄoT¬nqM

½jHj ¸ÄoT§a¼¨

‌

max minxR x= −

t.me/konkorilife Medical_Stus

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

m
ed

ica
lst

us
.ir

medicalstus.ir



فصل نهم : آمار و احتمال فصل نهم : آمار و احتمال )بخش )بخش 33: آمار(: آمار(
جمع بندی ریاضیات کنکورجمع بندی ریاضیات کنکور

215

توجه‌کنید‌که‌دامنه‌تغییرات‌فقط‌به‌بزرگ‌ترین‌و‌کوچک‌ترین‌داده‌بستگی‌دارد‌و‌با‌تغییر‌تعداد‌و‌مقدار‌داده‌های‌میانی،‌مقدار‌آن‌تغییر‌نمی‌کند.‌به‌عنوان‌
‌را‌نیز‌اضافه‌کنیم،‌دامنه‌تغییرات‌عوض‌نمی‌شود،‌لذا‌نتیجه‌می‌گیریم‌که‌دامنه‌تغییرات،‌شاخص‌مناسبی‌ , , ,10 14 23 مثال،‌اگر‌به‌داده‌های‌بالا،‌اعداد‌19

برای‌نشان‌دادن‌پراکندگی‌داده‌ها‌نمی‌باشد.

ویژگی های دامنه تغییرات ویژگی های دامنه تغییرات 
‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌با‌مقدار‌ثابتی‌جمع‌یا‌تفریق‌کنیم،‌دامنه‌تغییرات،‌تغییر‌نمی‌کند. 11

‌ضرب‌یا‌بر‌آن‌تقسیم‌می‌شود. a ‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌در‌مقدار‌ثابتی‌‌a،‌ضرب‌یا‌بر‌آن‌تقسیم‌کنیم،‌دامنه‌تغییرات‌در‌ 22
آماری‌ داده‌های‌ تغییرات‌ دامنه‌ صورت‌ این‌ در‌ باشد،‌ ‌ nx , x , x ,..., x1 2 3 آماری‌ داده‌های‌ تغییرات‌ دامنه‌ ‌R اگر‌ کلی،‌ حالت‌ در‌

‌خواهد‌بود. (ax b)R a R+ = ‌به‌صورت nax b,ax b,ax b,..., ax b+ + + +1 2 3
‌اگر‌همه‌داده‌ها‌با‌هم‌برابر‌باشند،‌در‌این‌صورت‌دامنه‌تغییرات‌برابر‌صفر‌است‌و‌بالعکس.‌یعنی‌اگر‌دامنه‌تغییرات‌برابر‌صفر‌باشد،‌نتیجه‌می‌گیریم‌ 33

که‌تمامی‌داده‌ها‌با‌هم‌برابر‌هستند.‌

تعریف واریانس و انحراف معیارتعریف واریانس و انحراف معیار
از‌شاخص‌های‌دیگر‌پراکندگی،‌واریانس‌و‌انحراف‌معیار‌است.‌از‌این‌شاخص‌ها‌برای‌سنجش‌پراکندگی‌و‌تغییرپذیری‌داده‌ها‌نسبت‌به‌میانگین‌
استفاده‌می‌کنیم،‌به‌طوری‌که‌هر‌چقدر‌این‌شاخص‌ها‌عددی‌کوچک‌و‌نزدیک‌به‌صفر‌باشند،‌در‌این‌صورت،‌پراکندگی‌داده‌ها‌حول‌میانگینشان‌
کم‌بوده‌و‌داده‌ها‌به‌هم‌نزدیک‌تر‌هستند‌و‌اگر‌این‌شاخص‌ها‌عدد‌بزرگ‌تری‌باشند،‌به‌این‌معناست‌که‌پراکندگی‌داده‌ها‌حول‌میانگینشان‌زیاد‌بوده‌

و‌داده‌ها‌از‌هم‌دورتر‌هستند.
‌باشد،‌در‌این‌صورت‌میانگین‌مجذور‌اختلاف‌داده‌ها‌ x ‌و‌میانگین‌آن‌ها‌برابر‌ nx , x ,..., x1 2  تعریف واریانس:  اگر‌داده‌های‌آماری‌به‌صورت‌

‌σ2نشان‌می‌دهیم. از‌میانگین‌را‌واریانس‌داده‌ها‌می‌گوییم‌و‌آن‌را‌با‌نماد‌

:‌واریانس‌داده‌ها n(x x) (x x) ... (x x)
n

− + − + + −
σ =

2 2 2
2 1 2 ‌

‌σنشان‌می‌دهیم.  تعریف انحراف معیار:  جذر‌مثبت‌واریانس‌را‌انحراف‌معیار‌داده‌ها‌می‌گوییم‌و‌آن‌را‌با‌نماد

:‌انحراف‌معیار‌داده‌ها n(x x) (x x) ... (x x)
n

− + − + + −
σ =

2 2 2
1 2 ‌

دستور دوم برای محاسبه واریانس و انحراف معیار دستور دوم برای محاسبه واریانس و انحراف معیار 
اگر‌مجموع‌مربعات‌)مجموع‌مجذورات(‌‌داده‌ها‌و‌میانگین‌آن‌ها‌را‌در‌اختیار‌داشته‌باشیم‌با‌استفاده‌از‌روابط‌زیر‌می‌توانیم‌واریانس‌و‌انحراف‌معیار‌

داده‌ها‌را‌محاسبه‌کنیم:‌

بهتره که چند تا اصطلاح مهم رو هم بلد باشیم... 	

:‌مجموع‌مربعات‌)مجموع‌مجذورات(‌داده‌ها‌  nx x x ... x+ + + +2 2 2 2
1 2 3 ‌

:‌میانگین‌مربعات‌)میانگین‌مجذورات(‌داده‌ها‌  nx x x ... x
n

+ + + +2 2 2 2
1 2 3 ‌

:‌مربع‌)مجذور(‌میانگین‌داده‌ها‌  (x)2 ‌

ویژگی های واریانس و انحراف معیار ویژگی های واریانس و انحراف معیار 
‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌با‌مقدار‌ثابتی‌جمع‌یا‌تفریق‌کنیم،‌واریانس‌و‌انحراف‌معیار‌داده‌ها‌تغییر‌نمی‌کند. 11

ضرب‌یا‌تقسیم‌می‌شود. a ‌و‌انحراف‌معیار‌آن‌ها‌در a2ضرب‌و‌یا‌بر‌آن‌تقسیم‌کنیم،‌واریانس‌داده‌ها‌در‌‌aاگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌در‌عدد‌ثابت‌‌ 22
‌σباشد،‌در‌این‌صورت،‌واریانس‌و‌ ‌σ2و‌انحراف‌معیار‌آن‌ها‌برابر ،‌اگر‌واریانس‌داده‌ها‌برابر nx , x , x ,...x1 2 3 ‌در‌حالت‌کلی،‌در‌داده‌های‌آماری‌

nx x x ... x R= = = = =⇔1 2 3 0

nx x x ... x
: (x)

n
IÀ½jHj uºIÄnH»

+ + + +
σ = −

2 2 2 2
2 21 2 3 nx x x x

: (x)
n

IÀ½jHj nIÃ÷¶ ý  HodºH

+ + +
σ = −

2 2 2 2
21 2 3
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nax برابر است با:  b,ax ax b,..., ax b+ + + +1 2 3 و انحراف معیار داده های آماری 
(ax b)

(ax b)

: a

: a

kÄk] ÁIÀ ½jHj uºIÄnH»

kÄk] ÁIÀ ½jHj nIÃ÷¶ ýHodºH

+

+

 σ = ×σ


σ = ×σ

2 2 2

 

33 اگر همه داده ها با هم برابر باشند در این صورت واریانس و انحراف معیار داده ها برابر صفر است و بالعکس. یعنی اگر واریانس و یا انحراف معیار 
داده ها برابر صفر باشد، می توان نتیجه گرفت که همه داده ها با هم برابر هستند.

واریانس دو گروه داده آماری واریانس دو گروه داده آماری 
σ2 ترکیب کنیم، در این صورت: 

2 y و واریانس  σ2 را با m داده آماری با میانگین 
1 x و واریانس  فرض کنید می خواهیم n داده آماری با میانگین 

m داده( از رابطه زیر به دست می آید:  n+ 11 اگر میانگین این دو گروه از داده ها با هم برابر باشد، در این صورت، واریانس کل داده ها )
 

داده( مراحل زیر را انجام می دهیم:  m n+ 22 اگر میانگین این دو گروه از داده ها با هم برابر نباشد، در این صورت، برای به دست آوردن واریانس کل داده ها )

nx به دست می آوریم. myx
m n
+

=
+®¨

مرحله 1: ابتدا میانگین کل داده ها را از رابطه 

مجموع   my y ... y
(y)

m
+ + +

σ = −
2 2 2

2 21 2
2 و   ( )nx x ... x

x
n

+ + +
σ = −

2 2 2
22 1 2

1 یعنی  واریانس،  دوم  رابطه  از  استفاده  با  سپس  مرحله 2: 

) را محاسبه می کنیم. )my y ... y+ + +2 2 2
1 2 ) و  )nx x ... x+ + +2 2 2

1 2 مجذورات داده ها را برای گروه اول و دوم، یعنی

 به دست می آوریم.
( ) ( )n mx x ... x y y ... y

(x )
m n

+ + + + + + +
σ = −

+

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2

®¨ ®¨
مرحله 3:  در نهایت واریانس کل داده ها را به کمک رابطه 

اضافه کردن )یا حذف کردن( چند داده از داده های اولیه اضافه کردن )یا حذف کردن( چند داده از داده های اولیه 
σ2 را در اختیار داشته باشیم و بخواهیم چند داده را به  داده های اولیه اضافه کرده و یا از میان آن ها  x و واریانس  فرض کنید n داده با میانگین 

حذف کنیم و داده های جدیدی را تشکیل دهیم، در این صورت: 
11 اگر میانگین داده های اضافه شده یا حذف شده با میانگین داده های اولیه برابر باشد، در این صورت برای به دست آوردن واریانس داده های جدید 

مراحل زیر را انجام می دهیم: 
 n(x x) (x x) ... (x x) n− + − + + − = σ2 2 2 2

1 2 مرحله 1:  ابتدا مجموع مجذورات انحراف از میانگین را برای داده های اولیه و با استفاده از رابطه 

به دست می آوریم.
مرحله 2: سپس مجموع مجذورات انحراف از میانگین داده های اضافه شده و یا حذف شده را محاسبه کرده و آن را به حاصل فوق اضافه کرده و یا از 

آن کم می کنیم. 
مرحله 3: در نهایت برای به دست آوردن واریانس داده های جدید، عدد به دست آمده از مرحله قبل را بر تعداد داده های جدید تقسیم می کنیم. 

22 اگر میانگین داده های اضافه شده و یا حذف شده با میانگین داده های اولیه برابر نباشد، در این صورت برای به دست آوردن واریانس داده های 
جدید مراحل زیر را انجام می دهیم: 

nx به دست می آوریم.  x ... x nx+ + + =1 2 مرحله 1: ابتدا مجموع داده های اولیه را با کمک رابطه 

مرحله 2: سپس داده های گفته شده را به حاصل فوق اضافه کرده و یا از آن کم می کنیم و سپس میانگین داده های جدید را نیز به دست می آوریم.

یعنی  اولیه  داده های  مجذورات  مجموع  حاصل   ، nx x ... x
(x)

n
+ + +

σ = −
2 2 2

2 21 2 یعنی  واریانس،  دوم  رابطه  از  استفاده  با  حال  مرحله3: 

n(x را محاسبه می کنیم. x ... x )+ + +2 2 2
1 2

مرحله 4: در این مرحله، مجموع مجذورات داده های اضافه شده و یا حذف شده را به دست آورده و آن را به حاصل مرحله قبل اضافه کرده و یا از  آن 

کم می کنیم تا مجموع مجذورات داده های جدید به دست بیاید.
مرحله 5: در نهایت مجدداً به کمک رابطه دوم واریانس، واریانس داده های جدید را به دست می آوریم. 

n m
m n
+

=
+

σ
σ σ2

2
2
12
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))CVCV( تعریف ضریب تغییرات ) تعریف ضریب تغییرات 
به‌دست‌می‌آید‌و‌آن‌را‌با‌نماد‌‌CVنمایش‌می‌دهیم.‌ (x) ‌به‌میانگین‌داده‌ها‌ ( )σ ضریب‌تغییرات،‌شاخصی‌است‌که‌از‌تقسیم‌انحراف‌معیار‌داده‌ها‌

چند تا مورد مهم... 	

‌ضریب‌تغییرات‌شاخص‌بدون‌واحد‌است.‌
‌از‌ضریب‌تغییرات‌فقط‌برای‌داده‌های‌مثبت‌استفاده‌می‌شود.‌

هرچقدر‌ضریب‌تغییرات‌کمتر‌باشد،‌میزان‌پراکندگی‌داده‌ها‌نیز‌کمترخواهد‌بود‌که‌این‌موضوع‌برای‌ما‌مطلوب‌است.‌

ویژگی های ضریب تغییرات ویژگی های ضریب تغییرات 
‌اگر‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌را‌در‌یک‌عدد‌مثبت‌ضرب‌کنیم،‌ضریب‌تغییرات‌تغییری‌نمی‌کند. 11

‌اگر‌به‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری‌یک‌عدد‌مثبت‌اضافه‌کنیم،‌در‌این‌صورت،‌ضریب‌تغییرات‌داده‌های‌جدید‌از‌ضریب‌تغییرات‌داده‌های‌اولیه‌ 22
کمتر‌خواهد‌شد.

x b x
b

(CV) (CV) (CV) (CV)
x x b

¸zM ®ÄkLU ¾M pH IÀ ½

¾Ã²»H kÄk] kÄk] ¾Ã²»H

jHj+
>


σ σ

= = <
+

→ ⇒
0

‌اگر‌از‌هر‌یک‌از‌داده‌های‌آماری،‌یک‌عدد‌ثابت‌را‌کم‌کنیم‌)به‌شرطی‌که‌هیچ‌کدام‌از‌داده‌ها‌منفی‌نشن(،‌در‌این‌صورت،‌ضریب‌تغیرات‌داده‌های‌جدید‌ 33
از‌ضریب‌تغییرات‌داده‌های‌اولیه‌بیشتر‌خواهد‌شد.

x b x
x b

(CV) (CV) (CV) (CV)
x x b

¸zM ®ÄkLU ¾M pH IÀ

¾Ã²»H kÄk] kÄk] ¾Ã²»H

½jHj−
− >

→
σ σ

= = = ⇒ >
−0

‌

‌باشــد،‌ضریــب‌تغییــرات‌داده‌هــای‌آمــاری‌ CV
x
σ

= ‌برابــر‌ nx , x , x ,..., x1 2 3 ‌در‌حالــت‌کلــی،‌اگــر‌ضریــب‌تغییــرات‌داده‌هــای‌ 44
‌)‌با‌فرض‌مثبت‌بودن‌داده‌ها(‌برابر‌است‌با:‌ nax b,ax b,ax b,..., ax b+ + + +1 2 3

‌اگر‌همه‌داده‌ها‌با‌هم‌برابر‌باشند،‌ضریب‌تغییرات‌برابر‌صفر‌است‌و‌بالعکس.‌یعنی‌اگر‌ضریب‌تغییرات‌چند‌داده‌برابر‌صفر‌باشد،‌در‌این‌صورت‌ 55
تمامی‌داده‌ها‌با‌هم‌برابر‌هستند.‌

‌
کاربردهای ضریب تغییرات کاربردهای ضریب تغییرات 

‌اگر‌در‌دو‌جامعه‌آماری،‌انحراف‌معیار‌با‌هم‌برابر‌بوده‌ولی‌میانگین‌آن‌ها‌با‌هم‌متفاوت‌باشد،‌در‌این‌صورت،‌برای‌سنجش‌پراکندگی‌داده‌ها‌در‌ 11
این‌دو‌جامعه،‌می‌توانیم‌ضریب‌تغییرات‌آن‌دو‌جامعه‌آماری‌را‌با‌هم‌مقایسه‌کنیم.

‌اگر‌بخواهیم‌در‌دو‌جامعه‌آماری‌با‌واحد‌اندازه‌گیری‌متفاوت،‌میزان‌پراکندگی‌داده‌های‌آن‌ها‌را‌با‌هم‌مقایسه‌کنیم‌از‌ضریب‌تغییرات‌استفاده‌ 22
می‌کنیم،‌چرا‌که‌ضریب‌تغییرات‌به‌واحد‌اندازه‌گیری‌داده‌ها‌بستگی‌ندارد‌و‌شاخص‌بدون‌واحد‌است.‌توجه‌کنید‌که‌در‌این‌حالت،‌با‌توجه‌به‌نوع‌

جامعه،‌هر‌جامعه‌آماری‌که‌ضریب‌تغییرات‌کمتری‌داشته‌باشد‌کیفیت‌و‌عملکرد‌بهتر‌و‌یا‌دقت‌عمل‌بالاتری‌خواهد‌داشت.

CV
x

=
σ

ax b x a
(CV) (CV)

x ax b
¸zM ®ÄkLU  ¾M pH IÀ

¾Ã²»H kÄk]

½jHj+
σσ

=  = →
+



nx x ... x CV= = = =⇔1 2 0
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